A PELL-SOROZAT NEHANY TULAJDONSAGAROL
KISS PETER, MATYAS FERENC ES VARNAI FERENC

(Kb6zlésre érkezett: 1978, december 31.)

Definidljuk az R sorozatot az R, R, konstans egészekkel és az

Ry+1= 2Ry + Ry (1)
(n > 0) rekurziés formuldval. Legyen tovabba

k =R} + 2R,R, — R?.

Ha Ry = 0 és R, = 1, akkor a kapott sorozatot Pell sorozatnak nevezzik, melyet
P-vel, tagjait
PO(:O)9P1 (= 1)7P2 9"'5Prl,"'
-nel jeloljiik. Ebben az értelemben (1) a Pell sorozat egy altaldnositdsa. Ismeretes, hogy az
2
x*-2x—-1=0

a=1+vV2¢ésB=1-V2
gyoOkeivel az R sorozat tagjai

_ Ry —BRo)o" — (R, —aR,)p"
Rn_ oa—ﬁ (2)

alakban explicite is megadhatok (lasd [10], 89. oldal).
Specidlisan a P sorozatra

egyenlet

ol — Bn
Ba= S (3)

A P és R sorozatokat és a P sorozat mds dltaldnositdsait mdr tobben vizsgdltdk, tobb
azonossdgot bizonyitottak velik kapcsolatban (ldsd példdul M. Bicknell [2], H. V. Krishna
[8], A. F. Horadom [6]). Tovdbbd néhdny szerz6 rdmutatott a mdsodrendd linedris
rekurziv sorozatok és az x> — Ny? = D Pell-egyenlet megolddsai kozotti kapcsolatokra.
V. E. Hoggatt Jr. [4] bizonyitotta, hogy az x? — 5y* = 4 egyenlet osszes pozitiv egész
megolddsa x = L,, y = F,, alaky, ahol L, illetve F,, az n-edik Lucas, illetve Fibonacci
szdm az Ly = 2, L,y =1, Fy = 0, F; = 1 kezdGelemekkel és L,,.1 = L, + Lp.1»
Fn.1 = F, + F,.| rekurziéval definidlva. Ezt az eredményt V. E. Hoggat Jr. és M. Bick-
nell [5] dltaldnositotta az x> — (¢?24)y? = +4 tipusi diofantikus egyenletekre. M. J. De
Leon [9] bizonyitotta,hogy ha x4, yo az x> — 2y* = D alapmegoldisa, akkor x,, y, is
megoldds, ahol x, +yy, =(xo +¥o) Pr.ns1+Yo P2.n €8 yn =(xo + o) Pan + YoPan-1-
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Misodrendii rekurziv sorozatok, illetve a P sorozat és az x? — 2y? = %1 egyenlet megolda-
sai kozott taldlt hasonlé kapcsolatokat E. M. Cohn [3], I. Adler [1] és V. Théault [11].

A kovetkez6kben az R illetve P sorozatok néhdny \j tulajdonsdgdt bizonyitjuk,
bovitve és dltaldnositva ezzel [7]-ben elért eredményeinket. Tovabba rimutatunk az x> —
2y = D egyenlet megolddsai és az R sorozatok tagjai kozotti sszefiiggésre.

1. tétel: Minden n = O természetes szam esetén
a) 2Rr2z+1"'(“l)nkz(Rn+Rn+l)2

6) Ry, (1"t k=Russ ~Rp) GRusy +Ry)
Kovetkezmények:
1. 2Ry 41 +k=(Ran +Rypi) (5)

2. 2R%n+2+k:(R2n+2—R2n+1)(3R2n+2+R2n+1)
3. 2Rinsr—k=Rant1 +Ropy2)?

4. 2R§n+1 h kZ(R2n+1 —Rzn)(3R2n+1 +Ryp)

5.Az fix) = 2x* + k polinom minden x = R; helyen vett helyettesitési értéke
Osszetett szdm és fAR;) = 2R} + k, illetve AR;) = 2R% — k négyzetszam, ha i paratlan,
illetve i pdros.

2. tétel: Minden n > O természetes szdm esetén

2(PI1 +Pn+l)2 +(_l)n =P2n+1 +P2n+2

3. tétel: Minden n = 0 természetes szdm esetén
4n+1

a) ﬂ%n+1 *121.:21 P;

b) 2P -1 —453P~
2n+2 —‘_2 I
P

4. tétel: Legyen D (# 0) egy egész szdm. Ha az

x*-2?=D (6)
diofantikus egyenlet megoldhatd, akkor az Osszes megolddsit megadjdk a véges sok R so-
rozat tagjaibdl képezett

(xy) =[¥#Ran + Ran+1)s *Ran+1]
szdmpdrok, ahol n = 0, 1, 2, .... Tovdbbd ezen R sorozatokra

0<R,<2+4D,haD>0 és O0<R, <v/-9D|2, haD<O.

1. tétel bizonyitisa. A bizonyitdst n-re vonatkozé teljes indukciéval végezziik.
a) n = 0 esetén az allitds nyilvanvalé. Ha

(Ri+ Riz1)* —2RH, =(-1) k
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igaz valamely i 2= O-ra, akkor az R sorozat definicioja miatt

Ri+1 +Ri+2)2 - 2R12+2=(3Ri+1 +Ri)2 — 2A2R; 4, +Ri)2 =
Rz+1 - 2Iéi+ 1R —Rzz= (=1) ((Ri +Ri+1)2 - 2R12+1’ =

= (=D (~1) k=(=1)i*1k,

ezért igaz az dllitds minden n = 0 egészre.
b) n = 0 esetén rovid szdmoldssal igazolhat6 az dllitds. Ha

(Riy1 —R) (BRj4 +R.)—?R,2+1 =(—1)i+1 g
igaz valamely i 2 O-ra, akkor
(Ri+2 = Ri+1) BRi42 +Ri+1)—2R12+2 =
=Ri+1+R)(TRj41 + 3R}) — 2(2Ri+1 +Ri)2 =
=~ (R}, — 2Ry \Ri ~RD = ((Rix1 —R) Ry +Ri) —
leH] = —(=1)i+1 k =(=1)i+2 g,

amibdl kovetkezik az dllitds minden n = 0 egészre.
A kovetkezmények a tétel alapjdn nyilvanvaldak.

2. tétel bizonyitisa.
Az 1. tétel a) dllitdsa igaz a Pell-sorozatra is (P, = O és P1 = 1 miatt kK = —1), igy (4)

alapjan
2Py + Py ) + (=1 =4Ph,, +(=1ynt1,

ezért elegendd a
4Py (=1ttt =Py Prny,
azonossdgot igazolni. a+B=2,a*f=—1,(a —f)* =8és(3)

felhaszndldsdval
[ ol +1 __ 6}1 +1 2

4Pt +(~1+1 =4 (ﬁT) + (=11 =

azh+2 4+ f2n+2 azn+2 4 f2n+2 -8
B 2 h 2 -8
= qo2n+? +of2nt2 _ Ba2nt+2 . fR2n+2

2Aa —B)

(at+B)a2n+2 —2Ba2n+2 — (a + B)g2n+2 + 2f2n+2
= "

a?n+ 2 —qgfa2n+1 —2n+2 4 gff2nt+1 _
= "

oa2n+1 _ f2n+1 an+r — B2n+2
= a—g + a—g =Papi1 Y Papya

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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3. tétel bizonyitasa.

AMivela+ =2 8—-1=—(a-1), Aa—-1) =a—F,af=~1, (a —p)* =8,
ezért (3) felthaszndldsdval

an+1 a—ﬁ+0[2 _Bz+ a3 _B3+ 4n+1 B4n+1
z P =
i=1 a—f
an+1_ B4n+l 2
_ a i _g _ (a,zn+1 _32n+1) _4 _
a—p Le-py
prilgl ﬁ2n+1 2 8 ,
— = -1
( o @—pF = *Faints

A b) dllitds hasonlé médon igazolhatd.

4. tétel bizonyitasa.
Elegendd (6) azon x, y megolddsait meghatdrozni, melyekre x, y 2 0, hiszen ezek mdr
meghatdrozzak az 6sszes megoldast.

Ha x, y > 0 egészekre x> — 2y* =D, akkor x és y egy R sorozatot general, melyre

Ryiv1 =y 68 Ryi + Ryjyy =x, @)

vagyis Ry; = x —y és Ry, = y. A sorozat minden egész index{i tagja értelmezve van
(negativ indexre is), mivel a definiciobél kovetkezik, hogy ha R;j és R; ; ismert, akkor

Rjya =2Rjy +Rj és Rj_ (= Rj1 —2R;j

minden j egész szdm esetén. gy a (7) altal definidlt sorozat megadhaté olyan Ry, R,
kezd6 elemekkel, melyben R, a sorozat legkisebb pdratlan index{ pozitiv tagja. Az igy
definidlt R sorozat esetén az 1. tétel 1. kovetkezménye miatt mindenx =R,,, + Rap+1,
¥ = Ryp 4 értékpdr kielégiti a (6) egyenletet minden n egész szdm esetén, ugyanis (5) és
(6) egybevetésébdl k = D adbdik.

Azt kel még beldtni, hogy a hasonlé tulajdonsdgi R sorozatok szdma véges. Ezt két
lépésben mutatjuk meg, kiilonvdlasztva a D > 0 és D< 0 eseteket.

Legyen elGszor D > 0.

Ha x; > 0, y; > 0 egész szimok megolddsai (6)-nak, akkor az dltaluk generdlt R
sorozat két szomszédos eleme R,; = x; — y; és Ryj41 = y1- Az R sorozat definicidja
alapjan ekkor Ry;_1 =3y, — 2x1,Ryi_4 = 5x; — Ty, ésigy (5) miatt az

Xy =Rsi_2 ¥ Ryiy = 3x; -4y,
Ya=R,i 1 =3y, — 2,

szampdr is megolddsa (6)-nak. De

Y2 =3y —2x; =3y, ~2 VI +D<(3 -2V 2) y, <y,

Xy =3x; —4y; =3x; —4V(x —D) =3x, —V8x]; —8D >0,

és
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igy az (x1, y,) megoldds dltal generdlt megolddsokra
Vier <¥i 6 Yiz1 =3 =2V 2] +D>0

ha y; > 24/D. Ezért valamely j esetén O < y; < 24/D, és igy az (x;, y1) ‘megoldis 4ltal
meghatdrozott R sorozat generdlhaté olyan Ry = x; — y;, Ry = y; kezd6 értékparral,
melyre 0 < R; <24/D, azaz D > 0 esetben (6) dsszes pozitiv megolddsa megadhat6 olyan
R sorozatok segitségével, ahol O0<<R, <24/D. Azilyen R sorozatok szima nyilvdn véges.
Vizsgiljuk meg most a D < O esetet.

Ha x;, y; > 0 egészek megolddsai (6)-nak, akkor az elbbiek szerint x5 = 3x; — 4y, és
Y2 = 3y; — 2x; szintén megolddsok. Az eljardst folytatva megmutatjuk, hogy x;,1 >0 és
0<yiy1 <yi,hay; =/ —9DJ2. Ugyanis, ha y; >/ =9 DJ2, x; > 0ésx?— 2y?=D,

akkor xi =V 20}+D = /8D,
melybdl
Xiyy = 3% —4y;=3x; — 4~/ (x} - D)[2=20

adédik. Tovdbbd mivel D <0,

Yit1 =3 — 2 =3y; =2/} +D > (3-24/ 2) ;>0
és

Yi2N —9D[2 felhaszndlasdval

Yit1 =3 =2V P+ D <y,

adédik. fgy D <0 esetben (6) megolddsait megkaphatjuk azon R sorozatok segitségével,
ahol 0 <R, <+/-9D[2ésx =Ry + R,, y = R, megolddsok.

1. megjegyzés. (2)-t haszndlva (6) Gsszes megolddsit megadhatjuk az
Xn =%(Rap Y Rany)=

-+ (Ry +Ro +aR, —fRp) " —(R; +Ro +8R; —aRy)B*" ,

a—p
R, — B8R a2n+1_ R, —aR 2n+1
= tR,, ., = +®1=BRo) (R —aRy)
o—_
szampdrokkal, ahol n =0, 1, 2, . . . és R végigfut az Osszes olyan egész szdimon, melyekre

V2R%*, + D egész és D > 0 esetben 0 < R, < 24/D, D < 0 esetben pedig 0 < R;<

<A/—9Dj2;azR,-hez tartozé Ry = ++/2R%? + D —R,.

2. megjegyzés. Ha az R-sorozatot kiterjesztjlik negativ index{i tagokra is a definicié-
bdl adédo R,,_» = R, — 2R, _ formula segitségével, akkor a (6) egyenlet megolddsai-

nak felirdsdhoz minden R, értékhez elegendd az Ry = +\/2R% + D — R, értékek koziil
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csak az egyiket figyelembe venni. Ha ugyanis egy R sorozatot azR; =y, Ry = x — y; egy
R’ sorozatot pedig R} =y, Ry = —x — y kezdé értékekkel definidlunk, akkor (2) alapjdn

R_,= v — 5(—.’6—)’)):!__'61 -y - Ot(-x—y))ﬁ‘” ’ ©

mivel konnyen beldthatd, hogy (2) negativ n esetén is fennall.

of=—1,a* =2a+16sp2 =28+ 1 alapjin (8)-bél adédik, hogy

Ry =(=1)""? —B(=x-y)a’p""? —(y —a(=x-p)E*a"*? _

a—p
(1)t @Qat 1) +o(-x-y)B"? — (28 + 1) + fox-p)at? _
. P
n _ _ +2 __ _ _ +2
=(-1D"*? O - B(x J’))OZL_B @ — alx-y))8" =(-)"*1 R, .,

minden egész n-re. Igy a (6) egyenlet R’ sorozat aital meghatirozott megoldésaira

1= IRaisd = (=D R g1 1= =il
és » » » - 1+1 ]
Ixil =Ry + Ry | = [(-1) 2 R_,ii2 + (—1)_21R—2i+1 |=

=|-R_zit+2 TR 2i+1|=[-R2i —Rzi+1 | =R 2i+R_,i0 , 1= |x=i]
Tehdt az R’ dltal generdlt megolddsok nem kiilonboznek az R ltal generdltaktol.

Példa: Adjuk meg példaként az

x2 =7 (9)

egyenlet 6sszes megolddsait. 24/7 < 6, ezért ha az egyenlet megoldhaté, akkor y =0, 1, 2,
3, 4 vagy 5. Behelyettesitéssel adédik, hogy csak y = 1 és y = 3 esetén kapunk megoldast.

Azy=1eseténx =3 (vagy x = —3) és az dltaluk generalt R sorozat kezd§ elemei Ry = 2,
R[ = 1. A sorozat elemei: . . .,R -4 =46,R-3 =—19,R_2=8,R_1 =—3, Ro = 2, Rl = 1,
R, =4, R; =9,R, =22, Rg = 53, .. .. Ezek alapjin (9) megolddsai: . . ., (27, £19),

(%5, £3), (#3, *1), (*13, 9), (75, £53), ... .
Az y = 3 megoldds szerepelt a felsoroltakban, ezért az dltala meghatdrozott R
sorozat nem ad Gjabb megoldasokat, igy (9) 6sszes megoldasit a felsoroltak szolgaltatjak.
Megadjuk a megolddsokat explicite is. Mivel Ry = 2, Ry = 1, a =1+ 2 &
B=1-v2
Rl +Ro +0£R1 vﬁRo =2+3\/ 2,
Rl +R0 +BR1 “aRo =2‘—‘3‘\/ 2,
Ry +BRo=—1+24/2,
R, —aRg =—1—-2+/2
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Ezek alapjdn (9) megolddsai:

2+ 3V DU+ V2" —(2-3/2)(1 =/ 2)*"
s

bl

L CLH2VD) VP - (-1-24/2) (1=4/2)2
2V 2

aholn=0,+1,+2, ...

TRODALOM

[1] I Adler: Three diophantine equantions I and I, Fib. Quart., 6 (1968), 360 369, 317 és 7(1969),
181-193.
(21 M. Bicknell: A primer on the Pell sequence and related sequences, Fibonacci Quart., 13 (1975),
345-349.
[3] E. M. Cohn: Complete diophantine solution the Pythagorean triple (¢, b=a + 1,¢), Fib. Quart., 8
(1970) 402-405.
{41 V. E. HoggatJr: Some more Fibonacci diophantine equantions, Fibonacci Quart, 9 (1971), 437
és 448.
[51 V. E. Hoggatt Jr.—M. Bicknell: A primer for the Fibonacci numbers XVII. Fibonacci Quart 16
(1978), 130-138.
[6] A. F. Horadom: Pell identities, Fibonacci Quart. 9 (1971), 245-252, 263.
{71 P. Kiss—F. Vdrnai: On generalized Pell numbers, Math. Sem. Not. (Kobe Univ., Japan) 6 (1978),
259-267.
{8] H. V. Krishna: Properties of the Pell sequence, Math. Education, 5 (1971), 118-120.
[9]1 M. J. De Leon: Pell’s equations and Pell number triples, Fibonacci Quart, 14 (1976), 146-460.
(10] 1. Niven—H. S. Zuckerman: Bevezetés a szamelméletbe, Miiszaki Konyvkiadé Bp 1978.
[11] V. Thébauit: Sur des suites de Pell, Math esis, 65 (1956), 390-395.

27 417



