MEGJEGYZESEK A VALOS FUGGVENYEK ITERALASAHOZ 1.

Dr. SZEPESSY BALINT

(Kozlésre érkezett: 1979. janudr 4.)

1. Bevezetés

A valés fiiggvények iterdcidelmélete még csak kezdeti fejlédési szakaszdban van.
A témdhoz kapcsolédd dolgozatok eleinte” gyakorlati jellegli problémak megolddsaval
(ugyanis az iterdcios eljdrdsok a gyakorlatban hamar alkalmazdst nyertek), késSbb spe-
cidlis elméleti kérdések tisztizdsdval foglalkoztak.

Az els6 tdgabb alapi rendszerezd dolgozat Barna Béla professzortdl jelent meg ([ 1],
[21, [3]). O — az addig kovetett lokalis vizsgdlatokon til — egy olyan véges szakaszban
értelmezett folytonos fliggvény iterdldsdval foglalkozik, amely a szakaszt onmagdra képezi
le. A szerz& az elmélet felépitését a klasszikus analizis médszereivel végzi el és nem mond-
hatd, hogy elnyerte a teljességet.

Mostandban — az emlitett dolgozat kapcsdn is — novekedett azoknak a szdma, akik
a valds fliggvények iterdcidjdnak elméletével foglalkoznak, egyre tobb kérdést tisztidznak,
de még igy is sok probléma megolddsa lenne kivdnatos, igaz, hogy ezek a gyakorlatban
nemigen okoznak nehézségeket, f6ként ha ,,gyakorlaton” a korszerl szdmoldsi eljird-
sokban val6 alkalmazdsokat értjiik.

Ebben a dolgozatban véges szakaszt dnmagdra leképezd folytonos fliggvény esetén a
kovetkezd kérdést vizsgdljuk: Milyen iterdcids alapfliggvény esetén van barmilyen magas
rendl ciklus? Ez a kérdés az elmélet szempontjabol érdekes és tudomdsunk szerint nem
tisztdzott. A dolgozat bizonyos feltételek mellett vilaszt ad a felvetett kérdésre, de nem

jelenti a probléma lezardsat.
2. Alapfogalmak

Legyen f(x) az [a, b] (e <b) zért intervallumban értelmezett olyan egyértékii valés
fliggvény, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek.
1. fix) az adott szakasz minden belsé pontjdban folytonos, a kezd6- és végpontban
jobbrdl, illetve balrdl folytonos;
2. fix) az [a, b] intervallumot 6nmagdra képezi le;
3. nincs olyan részintervalluma az adott szakasznak, amelyben flx) = constans tel-
jesul.
Az flx) figgvényt iterdciés alapfiiggvénynek nevezzilk az adott intervallu-
mon. Az fo(¥) = x, f1(x) = fx), f(x) = Qs - - o fa®) = Afu-1()] . . . fiige:
vényeket az f(x) figgvény O0-dik, elsd, mdsodik, . . .n-edik (n-edrendd) ... iterdlt

395



figgvényeinek (iterdltjainak) nevezziik. Teljesiilnek az fy,  ;,(x) = falfm (*)] = finlfn(x)]
azonossigok. A fenti feltételekbdl kovetkezik, hogy az f,(x) (n = 2, 3, 4, . ..) figg-
vények is mind rendelkeznek az 1., 2. és 3. tulajdonsdgokkal. Ezért badrmely xo(ela, b)]
pontnak létezik az x, 1 + f(x,) képlettel alkotott x4, x,, X3, .. , X, . . . iterdciés
pontsorozata és minden n-re x,€[a, b]-nak. Az x, pontot az x, pont n-edrendii (n-edik)
iterdltjanak vagy rékovetkezgjének nevezziik.

Az f(x) gorbe grafikus képének alkalmazdsdval barmely x, pont x, rdkovetkez&jét
ugy kaphatjuk meg, hogy az x, pontot az abszcisszatengelyre merSlegesen a gorbére
vetitjiikk és a vetiileten 4t padrhuzamost hizunk az abszcisszatengellyel; ez a pirhuzamos az
y = x ,,4tl6t” az x, abszcisszdji pontban metszi. (1. dbra)

Ha az x’ pont iterdciés pontsorozatdnak x, eleme, akkor az x’ pontot az xo pont
inverz-iterdltjdnak vagy megel6z&jének nevezzilk. Ha n a legkisebb olyan természetes
szdm, amelyre f,(x’) = xo, akkor n-edrendli vagy n-edik inverz-iteraltrol beszéliink. Az
ilyen x’ pontokat igy jeloljik: x’ = x_,.

Valamely xo pont elsSrendii inverz-iteraltjit grafikus eljardssal gy kapjuk, hogy az
X, pontot az abszcisszatengelyre mer§legesen az dtléra vetitjik, és a vetiileten parhuza-
most hizunk az abszcisszatengellyel; a pdrhuzamos és az f{x) kozés pontjai x_,
abszcisszdjiak. (1. 4bra)

Y

y=fix) y=x

1. dbra
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Ha [c, d] = u(c<d) az {a, b) szakasz egy részszakasza, akkor pontjainak elsd iterdltjai is
egy szakaszt alkotnak; jele u;. A uszakasz n-edik iterdltjin a u, = (U, _ {); intervallumot
értjik.

Ha f(c) = c, akkor a ¢ pontot az f(x) fiiggvény elsérendi fixpontjdnak nevezziik. Ha
fme)#e, n=1, 2,...,)r—1 esetén, de f.(c)=c, akkor ¢ az f{x) fiiggvény r-edrendi

fixpontja. Ekkor ¢y, ¢,,..., ¢,—, ¢, pontok is paronként kiilonbozé r-edrendd fix-
pontok, a ¢y, ¢3,..., ¢y, ¢ fixpontok egy r-edrend( ciklust alkotnak. Ennek elemei

konjugdlt fixpontok. A ¢ pont iterdcids pontsorozata a ciklus periodikus ismétlgdésével
dll el6 és csak r szdmu kilonb6zd pontot tartalmaz. Az n-edrendi fixpontok az y = f,,(x)
gorbe és az atlé metszéspontjainak vetiiletei az abszcisszatengelyen.

Ha x, pont iterdciés pontsorozatanak ¢ a hatarértéke, akkor ¢ elsSrendi fixpont, és
azt mondjuk, hogy x, pont a ¢ ponthoz tartozik. Valamely x pontot konvergencia-
pontnak neveziink, ha iterdciés pontsorozata konvergens, ellenkezd esetben x divergencia-
pont.

Azt mondjuk, hogy a ¢ els6rendi fixpont vonzd, ha 1étezik olyan pozitiv E szdm,
hogy birmely xe(c—E, c+FE) intervallum) esetén x a ¢ ponthoz tartozik. A ¢ elsérend(
fixpont balrél-vonzé, ha nem vonzé és létezik olyan pozitiv E szim, hogy minden xe(c—E,
c¢) esetén x a ¢ ponthoz tartozik. Hasonléképpen értelmezziik a jobbrél-vonzé elsérendi
fixpontot. Ezeket kozos néven félig vonzé fix pontoknak nevezzik. Taszito egy elsGrendii
fixpont, ha sajdt magin és megel5z6in kivill nincs mds hozzd tartozé pont. Az olyan
els6rendl fixpontokat, amelyek nem sorolhaték az elébbi csoportok egyikébe sem, ve-
gyes fixpontoknak nevezziik. A magasabb rendl fixpontok értelmezésébdl kovetkezik,
hogy az f(x) figgvény r-edrendii fixpontja az f,(x) fiiggvénynek az elsrendi fixpontja.
fgy flx) fiiggvény r-edrendii fixpontja félig vonzd, vonzé, taszité vagy vegyes aszerint,
hogy az f,(x) fiiggvény c elsGrendl fixpontja melyik tipusba tartozik.

Bebizonyithat6, hogy birmely magasabb rendli fixpont és konjugiltjai egyazon
tipusiak. Ezért vonzd, félig vonzd, taszité vagy vegyesnek neveziink egy ciklust aszerint,
hogy fixpontjai milyen tipusiak.

Az [a, b] szakasz x, pontjdt szinguldris pontnak nevezzik,haazx,(n=1,2,...)
végtelen sorozat csak véges szdmu pdronként kiilonbozd pontbdl 4ll; az x, pontot reguld-
risnak nevezziik, ha iterdciés pontsorozata paronként killonb6z6 pontokbdl 4ll és a pont-
sorozatnak véges szamu torléddsi pontja van. Az xo pontirreguldris,ha azx, (n=1, 2,
3,...) sorozatnak végtelen sok torléddsi pontja van. Az [a, b]szakasz barmely pontja az
emlitett hdrom tipus valamelyikébe, de csak egyikébe tartozik. Egy pont megel6z&i és
rakove tkez6i ugyanabban a csoportban vannak, mint maga a pont.

3. A magasabb rendii ciklusokrol

Milyen iterdcids alapfiiggvény esetén van bdrmilyen magas rendii ciklus? Ez a beve-
zetGben felvetett kérdés a kovetkezSképpen is megfogalmazhats: Milyen iterdcios alap-
fiiggvény esetén nem lehet a fixpontok (ciklusok) rendszdmadra felsG korldtot adni. Ehhez
a kérdéshez kapcsolddik a kdvetkez tétel.

Ha az [a, 5] szakaszban f(x) az 1., 2., 3. feltételeknek eleget tesz és van két olyan
diszjunkt részszakasz, amelyeket a fiiggvény az egész zdrt [q, b] szakaszra képez le, akkor;
van barmilyen magas rendd ciklus (vagyis a fixpontok rendszdma nem korldtos).
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Bizonyitds:

Legyen a feltételekben szerepls két szakasz [c, d] = u és [u, v] = v, (¢ <d <u <v).

Az dltaldnossdg korldtozdsa nélkil feltehetS, hogy u és v diszjunkt részszakaszoknak nincs
olyan valédi része, amelyet f{x) az [a, b] szakaszra képez le. Tehdt egyik szakasz sem rovi-
dithetd meg az emlitett leképezési tulajdonsdg megtartdsival.
Igyaz o flc) =a ésakkor fld) =b;

B/ Alc) =b ésakkor fld) =a,

vl Au) =b ésakkor flv) =a;

8/ fu) =a ésakkor fv) =h
lehet&ségeknek megfelelGen az o, v; B, v; a, 6; B, 6 esetpdrok az Osszes lehetséges el6fordu-
lasokat kimeritik.
El8szor az a, v esetpdrral foglalkozunk (2. dbra).

y

N

Y

Y=fix)

Y=fix)

fle)

0 ac eu, vd u v b

2. dbra

Ekkor van a u szakaszban olyan e elsérend( fixpont, amelyt6l jobbra f(x) > x, hacsak
x <d, azaz f{x) az e < x < d szakaszban minden értéket felvesz e és b kozott.

Mivel e <u <v < b, ezért mind az u mind a v pontnak van az [¢ d]szakaszban (legaldbb
egy-egy) inverz-iterdlt pontja. Tekintsiik a v pont [e, d] szakaszbeli inverz-iterdltjai koziil

azt, amelynek abszcisszdja a legkisebb és jeloljik ezt v_q-gyel; tehdt v_j = m<ir(1l x,
es<xX<
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fix) = v. Az u pontnak az [e, d] szakaszbeli inverz-iterdlt pontjai koziil a v_1-t6l balra a
hozzd legkozelebb esGt vilasztva legyen ennek abszcisszdja u_1; azaz u_q1 = max{x},
f(x) =u e<X<V_1

Konnyl kimutatni, hogy [u_1;v_1]1 =[u, v]. Ez ad6dik a 3. oldal 2. bekezdésébdl,
valamint abbdl az egyszerlien beldthato dllitdsbol, hogy [a, b] valamely zirt E részszakaszd
nak elsd iterdltjaa [glg%f(x); gtnea%( flx)] szakasz, tovabbd abbél, hogy J1}1;151 fl(x) =flu_q) =

=ués max flx) = fv_1) =, (v-1 = [u_1,v-1 ).

(Ha av_q = [u_1, v_1] szakasz belsejében lenne olyan X pont, ahol fIxX) < u teljesiilne,
akkor — az fix) folytonossiga miatt — lenne olyan X pont is amelyre fi%) = u teljesil és
X <x <v_| lenneellentétben azzal, hogy u_{ = maxgx} , flx) = u. Ugyanigy ldthat6 be a
il AT L e e<x<V_j
madsik 4llitds is.)
A v_ értelmezése szerint, v_| <d;u>d, igyav_1 <u,ezértav_j =[u_1,v_1]sza-
kasz teljes egészében balra van a v = [u, v] szakasztél; v Nwv_1 = ¢. Ezutdn képezzik v_
szakasz hatdrpontjaibdl kiindulva az el6bbi eljardsnak megfeleléen a v_, = gglcl gc}l,
fix)=v_1ésu_p= ené%cxéf_)z’ fix) = u_q hatdrponti v_o = [u_,,v_1] intervallumot.
Erre teljesiil a(v_5); =v_1. Av_1 ésav_, szakaszoknak nincs k6zos belsé pontja, mert
ha lenne, akkor e pont rikovetkezGje kozos bels§ pontja lenne a (v_j); = v_q és a
gv_ 1)1 = v iterdlt szakaszoknak is, ami az el6bbi ere dménytinkkel ellenkezne.
gyv_1Nv_y=2¢.
Az eljdrast az eddigiekhez hasonléan folytatva olyan v_1, v_3,...,v_p,. .. végtelenin
tervallum-sorozatot képezhetiink, amelynek elemei paronként diszjunktak, barmely sza-
kasz a megel6zG6jét5l balra (ha n > 1), és mindegyik az e ponttdl jobbra van. Konnyen be-
lithatd, hogy (v_ (p+1))1 =v_p (n=0,1,2,...).

Mindezek utdin elmondhatjuk, hogy — ebben az esetben —av_, =[u_,,v_,] sza-
kaszban az f, 1 (x) iterdlt figgvény minden [a, b] szakaszbeli értéket felvesz, mert av_,
szakasz kezdg, illetve végpontjdban:

Snsr wep) =ffau_p)1=fu)=>b

fnr1 ) =ffab_p)]=Av)=a
Ezért a g(x) = f,, 1 1(x) — x fuggvényre

gu_p)=fus1(u_p) —u_p=b-u_,>0

gv—pn) =fus1(v_,) — v_op=a—-v_,<0,
valamint g(x) folytonossiga kovetkeztében van az [u_,, v ,] szakaszban e fiiggvénynek
O-helye, legyen ez X, tehdt g(x) = 0, azaz f,, ;. 1(x) = (x), amib6] kovetkezik, hogy az f{x)
fuggvénynek az X pont legfeljebb (n+1)-edrendl fixpontja. Mivel X ev_ ,, (x); €v-(n—1),
(x)rev~n-2)s. . ., (X)p_1ev_1, (X )n€v és v_,, v (n-1)- - ., v szakaszok — mint azt ferr
tebb megdllapitottuk — paronként diszjunktak, ezért az x, (x),, . . ., (X ), iterdlt pontok p&
ronként kiilonboz8k, vagyis x (n+1)-edrendii fixpont. Ezzel ebben az esetben a tételt be-
bizonyitottuk.

Megjegyzés: Ha a u és v szakaszoknak egy-egy hatdrpontjuk kozos, akkor is igaz
(o, vy esetben) a tétel dllitdsa. Ennek beldtdsdra az el$z8 bizonyitdsmdd alkalmazhatd, azt
alig médositja. (Ekkor is képezhet§ ugyanis az el6zéek szerintav_q1,v_1,...,V-n...vég
telen intervallum-sorozat €s bdrmely szakasz legfeljebb egy hatdrpont kivételével az els-
266l balra, mindegyik e ponttél jobbra van; [v_(,.)i=v-»(n=0,1,2,...).

Az f, 4 1(x) iterdlt fliggvény av_ , szakaszbeli birmely X elsérendd fix pontjdnak (ilyen az
el6zbek szerint legaldbb egy van) els6, mdsodik, . . ., n-edik iterdltja az [u_ (n— 1); v— (n— 1)),
[u_(n—2),v—(n-2)} - - -,[w, v] diszjunkt szakaszokba esik; ezért x (n+1)-edrendd fixpont).
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Foglalkozzunk ezutdn a @, y esetpdrral. A [c, d] = ués az [u, v] = v szakaszok léte-
z€sébdl flx) folytonossiga révén kovetkezik olyan u’ zdrt szakasz 1étezése a [d, u]-szakasz-
ban, amelynek kezd, illetve végpontjdban az iterdcios alapfiiggvény az a, illetve b értéket
veszi fel. Igy a u” és v két olyan szakasz, amelyre az a, <y esetpdrra leirt bizonyitdsméd koz-
vetleniil alkalmazhaté.

Az a, § esetpdr is visszavezethet$ az a, y esetparra; ugyanis a [d, u] szakaszban van
olyan v’ zdrt szakasz, amelynek kezdSpontjiban flx) maximadlis (b), a végpontjdban mini-
malis (a) értékd.

Tehat a v’ és v szakaszra az o, 1y esetpdrra leirt bizonyitds alkalmazhato.

Ebben az esetben a bizonyitds tgy is elvégezhetG, hogy az a, y esetparhoz hasonléan
a [¢, d] = u szakaszban ugyanolyan v_1 =[u_1,v_1],¥=2,- - ., V—p, - . . végtelen inter-
vallum-sorozatot képeziink — az ott leirt médon — amelynek elemei paronként diszjunk-
tak, s amelyekre teljesiil, hogy (v_ (1 1)1 =v—p (n=0,1,2,.. ). Av_, = [u_pn;v_4]
szakaszban f,, 1(x) iterdlt fiiggvény minden [a, b] szakaszbeli értéket felvesz, mert
fo+1u_p) =f) =a, frr1(v—p) = fv) = b és f, . 1(x) folytonos, ezért az fy,, 1 (x)-x=0
egyenletnek van megolddsa; legyen ez x. Mivel (), ev_ (,—1), X)2 €V (n—2), - - .Knev,
ezért az X, (X)y, (X),, - . . (x)p iterdlt pontok pironként kulénbozsek, vagyis X (n+1)-
edrend( fixpont.

Végiil a B, 6 esetparral foglalkozunk (3. dbra). Ekkor a v szakaszban van olyan e el-
sérendli fixpont, amelytdl balra fix) < x, hacsak x = u. Mivela < ¢ <d <e, ezért mind a
¢, mind a d pontnak van az [u, e) szakaszban legalibb egy inverziterdlt pontja. Tekintsiik a
c pont [u, e) szakaszbeli inverz-iterdltjai koziil azt, amelynek abszcisszdja a legnagyobb és
jeloljik ezt c_q-gyel ¢, = max gg),f(x) =c.

Y= x)

Y=fx)

f1d) Vi

0 o d ucde v b X
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A d pontnak az [u, e) szakaszbeli inverz-iterdlt pontjai koziil a c_ 1-t6l jobbra a hozzi leg-
kozelebb esGt vélasztva legyen ennek abszcisszdjad_1;d_1 = min};cé, fix)=d
c_1 €

Az «, v esetpdrra tett hasonld bizonyitdssal megmutathatd, hogy [c_1, d_1]1 =
=(u_1h=l[c,d]= u. A c_q értelmezése szerint c_1 > u, d<u, igyac_1 >d, ezért a
u_ 1 szakasz teljes egészében jobbra van a u szakasztél; p N u_ 1 = ¢. Az el6bbiekhez ha-
sonléan képezziik u_ 1 hatdrpontjaibél kiindulva a [c_ 5, d._ ] = u_7 intervallumot. Erre
teljesiil, hogy (u_9); = u_1. A p_o és u_1 szakaszoknak nincs kézos belsG pontjuk,
mert ellenkezd esetben ezek iterdltja kozos belsé pontja lenne a u_ 1 és a p iterdlt szaka-
szoknak, ami az el3z8ekkel ellenkezne.

Az eljarast folytatva olyan végtelen intervallumsorozatot képezhetiink, amelynek elemei
paronként diszjunktak; bdarmely szakasz az el§z5t8l jobbra (n = 1) és mindegyik az e
ponttél balra van. Az is teljesil, hogy (u_(n+1))1 = #-n(n=0,1,2,..)).

Minden u_, = [c_,, d_,] szakaszban f, , 1(x) iterdlt fiiggvény minden [a, b] szakaszbeli
értéket felvesz, mert u_, kezdd, illetve végpontjéban fnsile—p) = fle) = b, illetve
fin+1)d=p) = d) = a és fy41(x) folytonos, igy van a u_, szakaszban fy,, 1(x) — x
fuggvények O-helye; pl. x. Azcx,'yesetparhoz hasonléan adédik, hogy Xeu_p, (X)1€u_(n-1)
(x)r€u_(n-2), - - - (X)n€n, és ajobb oldalon szerepld szakaszok pdronként diszjunktak
ezért X pontosan (n+1}edrend1’i fixpont.

Ezzel a tétel bizonyitdsit befejeztiik.

A tétel feltételei csak elegendSek barmilyen adott rendii ciklus létezéséhez. Vannak
ugyanis olyan itericids alapfiiggvények, amelyeknél a tétel feltételei nem teljesilnek még-
is korldtlan a fixpontok rendszdma.

A tovédbbiakban erre adunk példdt.

Ha fix) az [a, b] szakaszban a tétel feltételei koziil csak az 1., 2., 3. feltételeknek

tesz eleget és az [q, d] szakaszt [d = sn?x bf(x) = b] az egész [a, b] szakaszra, [d, b]-t pe-

dig [k, b] szakaszra képezi le, ahol h <c_1,c_1 =maxx], fix) =césc = sufixglf(x) =

xela, d)

= x, akkor a fixpontok rendszdma nem korldtos.

A bizonyitdst & = c_ 1 esetre végezzik el; h < c_1 esetén a bizonyitds hasonlékép-
pen torténik.

Tegyik fel elészor, hogy fix) ah = c_ értékeket a [d, b] szakaszban két elsGrendi
fixpont kozott veszi fel. (L. 4. dbra.)
Legyen ez az u pont. (Ha tobb ilyen pont van, akkor barmelyiket tekinthetjiik.)

Az 1. feltétel értelmében azu_ | = min {x}, Ax) =u ésd_1 =min {x},Ax) =d, vala-
xeld, u] xeld, ul

mint v = u_1 = min {x} fix)=uésw=d_1 =min (x] flx) = d inverz-iterdlt pontok
xelu, c) xelu, cl

léteznek és az [u_ 1, d_1] valamint [w, v] szakaszok diszjunktak, (vagy egyik hatdrpont-
juk k6zos). Ezeket f,(x) iterdlt fuggvény az egész [h, b] szakaszra képezi le.
A [h, b] szakaszban f,(x) az 1., 2., 3. feltételeknek eleget tesz és van két olyan diszjunkt
részszakasz, amelyeket a fliggvény az egész [h, b] szakaszra képez le, ezért az elGbbi tétel
értelmében a fixpontok rendszima nem korld tos.
Ebben az esetben dllitdsunkat bebizonyitottuk.

Legyen ezutdn u a [c, b] szakaszban (5. dbra).
Ha az [u, b] szakaszban van olyan pont, amelyre flx) = u teljesiil (az dbrdn ez a b pont),
akkor a bizonyitds az el6z8 esethez hasonléan torténhet. Ha az [u, b} szakaszban fix)=u
nem teljesil, akkor dllitdsunkat a kovetkezSképpen bizonyithatjuk.
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y=f) \

0 a hd gduwv ¢ b X

4. dbra

Legyenu = mm {x}) f(x) = h (6. dbra). Mivel f(x) a [h, d] szakaszt a [c, b]szakasz-
xelc,

1a képezi le, ezért kepezhet]uk az ¥_1 = min ix} f(x) = u inverz-iterdlt pontot. A [k u_q]
xelh,

szakaszt flx) [c, u}ra képezi le, igy a[h, u_1] szakaszban f,(x) minden [c, u] szakaszbeli
fuggvényértéket felvesz, ami f,(x) folytonossiga miatt azt jelenti, hogy ebben a szakasz-
ban az f,(x) — x = 0 egyenlet megoldhat6. Van tehdt legalabb egy olyan X pont amelyre
fr(x) = X igaz. Az X legfeljebb mdsodrendl fixpont. A /# és u_1 pontok értelmezésébsl
kovetkezik, hogy X els6rendd fixpont nem lehet, ezért pontosan mdsodrendd fixpont
Mivel fo(h) = c és fL(u_1) = u; = h (h <u_q), ezért a [h, u._ 1] szakaszban létezik az

U_3 = mmhg_x] , [2(x) = u_1 inverz-iterdlt pont. Az u_ 5 értelmezésbél kovetkezik, hogy
xelh, u.11]

a [h, u_ 1] szakaszban fellépG mdsodrendl fixpontok mind az {u_ 3, u. 1] szakaszban van-
nak. Az fy(h) = c és fa(u_3) = u; = h miatt a [h, u. 3] szakaszban f4(x) x = 0 teljesil,
vagyis 1étezik olyan X pont, amelyre f4(X) =X igaz. Az X pont legfeliebb negyedrend
fixpont. Az eddigiek alapjin x els6- és mdsodrendl fixpont nem lehet; igy a [4, u._ ] sza
kaszban van ketténél magasabb rendd fixpont.

Bebizonyitjuk, hogy ebben a szakaszban a fixpontok rendszdma (feliilrl) nem
korlatos.

402



Y=fy

0Q h U-4 &r _4UW =V X

S abra

A bizonyitdst indirekt dton végezziik.
Tegyiik fel dllitdsunkkal ellentétben, hogy a [A, u._ 1] szakaszban van n-edrendii fixpont
(n = 2); de n-nél magasabb rendd madr nincs.

Legyen X n-edrendi fixpont. A f,,(h) = ¢ és f,,(X) = % valamint f,,(x) folytonossiga
miatt képezhetjik az u_ (4 1) = min {x} , fn(x) = u_ 1 inverz-iterdlt pontot.

xelh, %]

AzZu_(n41) értelmezésébdl kovetkezik, hogy (X-re és minden n-edrendd fixpontra igaz)
U_(nsl1) SX
Az fa(x) fiiggvény a [h, u_(n+1)] szakaszt az [u_1; x| (c <x <u) vagy az [u_y, x'],
(u <x’ < b) szakaszra képezi le.
Az x’ jelenti a legnagyobb fiiggvényértéket, amelyet fn(x) a [h, u_(n41)] szakaszban
felvesz.
Az elsS esetben mivel fy, . 2(h) = c és fr 2l (n+1)] = w1 = h, ezért fr  2(x) figgvény a
[h, u_(n+1)] szakaszban legaldbb egy pontban dtmetszi az 4tlét. Ebben a szakaszban van
tehdt olyan % pont amelyik legfeljebb (n+2)-edrendd fixpont. Az X pont n-edrendi fix-
pont nem lehet, mert X <u_ (,,41).

Az X(n—1)-edrendd fixpont sem lehet, mert ellenkezs esetben azu_, = mix}l {x_ 1, fro1() =u_.
xelh, X}
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Y=fx)

éif/ Y=fy (X)

6 o hyud c u b X

6. dbra

Ez azt jelenti, hogy a [h, u_ (,41)] szakaszban f, . 1(x) felveszi a h értéket, [mert
fuy1(_yn) = h]; ami lehetetlen hiszen xq€e(u_ 1, x’], (c <x" <u) esetén flxy) > h.

Ha feltessziik, hogy X (n—2)-edrenddi fixpont, akkor képezhet§ az u_(n_1) =
= min {x¥, fy_2(x) = u_1 inverz-iterdlt pont. Igy a [k, X] szakaszban van olyan pont,

xelh, X

amelyre fr(x) = u_1, ez pedig ellentmond u_ (,, 4 1) értelmezésének. Az X(n—2)-edrendd
fixpont sem lehet. Hasonléképpen mutathaté meg, hogy ¥ nem lehet me-edrendd
(1 <m < n — 3) fixpont sem. Az xpont tehdt n-nél magasabb rendii fixpont. Ez ellent-
mond annak a feltevésnek, hogy a [k, u_ 1] szakaszban nincs n-nél magasabb rendi fix-
pont. Az ellentmondast feloldva adédik, hogy a fixpontok rendszdma nem korldtos. Ezzel
ebben az esetben dllitdsunkat bebizonyitottuk.

Ha f,(x) figgvény a [, u_ (4 1)] szakaszt az [u_ 1, X' ] (u <X’ < b) szakaszra képe-
zile, akkor azu_p, = min {x§, f,,(x) = u pont 1étezik és u_p, <u_(n41)- Mivel fr 4 1@_p) =

xelh,u_(n41)l

=uy =hésfn1(h)=césf,(x) folytonos,ezért a [h, u_,] szakaszbanaz f,, . 1(x) —x =0
teljesiil. Van tehdt ebben a szakaszban legalibb egy olyan X pont, amelyik legfeljebb
(n+1)-edrendd fixpont.
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Az X <u_p <u_(n+1) igy X n-edrendd fixpont nem lehet. A % (n—1)-edrendd fix-
pont sem lehet, mert ellenkezd esetben képezhetd azu_,, = min {x 73, f,_1(x) =u_; in-
verz-iterdlt pont, ami ellentmond u_,, el6bbi értelmezésének.  xelh, X]

Az el6zéekhez hasonléan beldthaté, hogy % pontosan (n+1)-edrendii fixpont. Ez
szintén ellentmond az indirekt feltevésnek.

Ezzel a példa éllitdsat bebizonyitottuk.

BEMERKUNGEN UBER DIE ITERATION REELLER FUNKTIONEN
B. SZEPESSY
(Zusammenfassung)

Es sei f(x) eine, in dem geschlossenen Intervall [a, b] definierte und den folgenden Bedingungen,
geniigende eindeutige reelle Funktion:

1. f(x) ist in jedem inneren Punkte von [a, b}, und inden Endepunkten a und b rechts-, bzW.

linksseitig stetig,

2. f(x) bildet den gegebenem Intervall auf sich selbst;

3. esgibt kein Intervall in [a, b, in dem f(x) = const. list.

Die funktion f(x) wird iterative Grundfunktion auf dem gegebenen Intervall genannt; es ist
weiter fiir jedes x:
fo(x) = x, f, (x) = f(x), £, (x) = f[f(x)],. . ., fr(x) = f[f-1 (x)] hier ist f,;(x) die O-te, erste, zweite, . . .,
n-te Iterierte von f(x). Der Punkt c¢ ist ein Fixpunkt erster Ordnung der Funktionen f(x), wenn
f(x) =cist. Gilt fp(c) # ¢c,n=1, 2,3, ... -1 und f(c) = c so ist der Punkt ¢ ein Fixpunkt r-ter
Ordnung von f(x). Dann sind die Punkte C,,Cyy C, , ¢r paarweise verschiedene Fixpunkte r-ter
Ordnung und die Punkte ¢,, c,, .. ., ¢; bilden elnen 2yklu5 r-ter Ordnung.

Die Grundfrage dieser Arbelt ist: Bei welcher iterativen Grundfunktion gibt es einen Zyklus mit
beliebig hoher Ordnungszahl?

Wir gewinnen die folgende hinreichende Bedingung: Wenn es in dem gesehlossenen Intervall |a,
b] zwei solche disjunkten Teilintervalle existieren, die auf den ganzen geschlossenen Intervall [a, b] von
f(x) abgebildet werden, dann gibt es Zyklus von beltebzg hoher Ordnungszhal.
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