FRANCZTA TAMAS

A KVANTUMMECHANTEAT TMPULZUS ELTOLAST  SZIMMISTRTUAVAL  TORTERKS
BEVEZETESEROL 111

ABSTRACYI:On  the Introduction of the Quantum Mechanical
Homentum with the Method of Moving Symmetrvy 111.
In this paper we continue building up the system of
the axioms, theorems and definttions necessary to
introduce the quantum mechanical momentum with the
met hod of moving symmetrvy. As some theorems gluen in
this paper are well-hkhhnown from the litorature their
verifications are omitted and the reader is referred

to the corresponding literature,

Ve investigate the conditions of Leing
time-independent for the average val ues of
gquantum-mechanical guantities repregsentated Ly

time-independent operators, and the relationships

between the above-mentioned conditions.

Ez a dolgozat egy tanulmany harmadilk része, melynek
ceélja egy lehetséges modszert adni a kvantummechanikal
impulzusnak a cimben [Jelzetlt uton térténd bevezetdsére az
egyetemi oktatds szeminariumal szamara.

A tanulmiany eléz6 két részében a  kvantummechanikati
impulzus eltolasi szimmetriaval tortend bevezetéséhexz
szilkgages definicio—, axidma—- ég tételrendszer kizlésével

foglalkoztunk, igy tobbek kozott bevezeltiik a Kronecker—,

-



ill. Dirac-tipusu ortonosrmaltsagi I'etiételieket kielégito
allapotfiggvények fogalmat, az ezen Allapotfiliggvenyek hely
rzerinti e fddibo) i valblozasat RS ) 1t filggdd
Schrodinger—egyenletet, melynt. masképpen Allapotegyenlietnek
is hivunk. Jelen dolgozatban folytat jukk a  kvantummechantkal
impulzus eltolasi szimmetriaval torténd. bevezetéséhez
szitkséges definicidlk, axiomalk, tetelek megadasat, A nem
bizonyitott tételeknél tovabbra is f(1l-re hivatkozunk a
bizonyitast illetden.

A 11, részben a 7. tétel, a VI1I. axidma #énr egyiitten
kovetkezményitk alapjan belattuk, hogy aw = Oy esetén 0
méréesi eredménykent vald felléptének valdszinilsdége 1, a 13,
tételben pedig az adodott, hogy aw = Oy szilkséges és
elégséges Feltétele annak, hogy az 0 operadtortal reprezentalt
fizikal mennyliség szdrasa nulla legyen. Igy nyitlvanvald, hogy

Oy = Oy eselén akarmilyen Ok -re a [fizlkal mennyiség

]S

mérésehez zérustdl killonbozd szoras fog tartozni, azaz a
rendszer allapotfiiiggvénye, yw ebhen az esetben nem hatarozza
meg egyeértelmien az 0 operatorral  reprezentAlt fizikat
mennyiség meréseének eredmenyét.,. Mivel az aAllapotfiiggvény a

kvantummechanika szerint. n rendszerrdl minden tnformaciot

magAban foglal, elozd ki jelentésiink ugy is fogalmazhatd, hogy

-
Oy ™ Oy esetén a rendszer Aallapota nem hatarozza meg
egyérielmilen az 11lets Fizikatl mennyiceg moresonek

eredményét.. lUgyanakkor az eddiglek alap jan Oy = Oy esetén a
rendszer Allapota egyértelmilen meghatiarozza az 0 operatorral

reprezentalt fizikal mennyiség mérésének eredmeényel.

~

12. definicid: A=z 0 operatorral reprezentalt fizikal

mennyiseg akkor, és csak akkor létezik a rendszer valamely

Allapotaban, ba y egyértelmien meghatarozza e mennyiség
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meresenek eredmenyet, azaz ha fenall Oy = Oy , O0<kR, ahol O

- »

eppen a meres eredménye.
Yy

X1, axidma: Legyen O egy fizikal mennyisdég operatora  a

nem-relativisztikus, a spint figyelmen Il vit d hagyd
kvantummechanikaban. Ha a rendszer Schrodinger—féle
konfiguracias Lteéerbeli Aallapotlfiiggvénye, y nem majitflggveénye

~

) —-nak, akkor az O altal reprezentalt fizikal mennyiség

mérése a rendszerben két fazisbdl kell hogy all jon. Az elsdi
fazisban a rendszerben egy olyan Allapotviltozast - kell

-~

eléidézniink, melynek soran az Aallapotfiiggvény atmegy az O

operator valamelyik sa jatfliggvényébe. Az igy kapott
alltapotfiggveény az elobbiek alap jan mar egyortelmiien

meghat.arozza a Cizikal mennylsdég mérésének eredesnyat,, melyet

a merés masodik fazisa szolgaltat.

Ezutan vizegal juk meg kot fizikal mennyisdg egyide jid

|n A

tezéesanek feltéetelét, azt, hogy milyen koriilmények kozott
hatarozzna meg' a trendszer allapolliggvénye reyortelmilon
egyide jii mérésiik egy—egy eredmenyét.. Ha feltételkent szab juk,
hogy a két mérédés  egymast. ne =zavarija, akkor nyllvan  most
egyszerre kell fennallnia mind a keét menuyiségre annak a
feltetelnek, melyet pgyetlen monny Lo IS tezesohes
Allapitottunk meg: az éllapmﬁfﬁggvény mindlket fizikai
mennyiség operatoranak sajatfliggvenye kell hogy legyen., Kdzds
sa jatfiiggvénye viszont ceak cgymasrsal feleoseoralheto
operatoroknak lehet, igy az egyiitLlétrnzd flzikal
mennyiségekhez tartozd operitoroknak felcserélhetliicknek kell
tenniiik. A fizikai mennyilségekhez tatrtozsd operatorok
felcserélhetisége Lehatl szitkeéges feltétnle az Altaluk

reprezentalt fizikal mennylségek egyide jii létezésdnek. Moast



vizsgal juk meg e feltétel eldégsiégességél, feltéve, hogy
logalibb az ogyik mennyisdg  lébezile, HHa ket egymassal
feleserdlhetd  linearis operator sajiatdvtekspelctraomald nem

elfajultale, akkor a két operator sajatfiiggvényei kazosek, lgy

nem elfajult gpektrumy linerAaris, hermlitikna  operatorokkal
reprezentalt fizikai mennyliseagelk egylittlédlezésének az
operatorok felcwerelhetdsege aszliiksegeg e elégaagen

feltetele, ha legalabb az egyik meanyiscég létezik az  adott

kvantumallapothan.

Ha ket fizikal menuyirdg operatorai koziil akar  oapalk  ax
egyik sajaterteéekspektruma iw elfajult, akkor a ket
operatornak létezik ugyan kbzom tel jes

sajatfiggvény-rendszere, de nem feltétlenill kozos minden
egyeg sajatfiiggvenyiik. Emiatt logikailag lehetsdges, hogy
ebben az esetben ket fizikal mennylsee egyide it 1dotezésdének
az Okel reprezentald operatorok felcserélthetiisége csak
sziikséges és nem elégséges feltétele. Ugyanakkor nem  zAarhato
ki az elégségea mivolta sem a felemerélhetissgnek. A kérvdes

aldontesére a késdhbiekhen még virszatértnle.

14. tetel: Valamely az idotal  explicite fiigegd  operiatorral
reprezentalt fizlkal mennyiseg merasckor kapobt vhirhatd értok

idd szerinti tel jes derivalt ja:
14

H% [w,aw] = [w,gg wJ + Eﬁi (w,(ﬁa*bﬁ)wJ . 3

ahol y a rendszer mérés elotti Allapolliggvénye, 0O a2z 11letd

mennyiség operatora. H a rendszer Hamilton-operatora.

Kovetkezmény: Ha az illetd fizlkai mennyisély operatora nem

fiigeg explicite az 1do6Ldl, akkor az altala reprezentalt

fizikal mennyiség varhatd értékének Jidd szerinti tel ies



derivalt ja:

a% lw, 6!/!] o Zﬁ_i_ i:;/, C i‘“t)—(n)l;! ) DI/J 1)

1d. 1) 118-1190. oldnl.

Kovelkezmény: Ha egy kvantummechanikal rendszerben mérhetd,

az idotdl explicite ftiiggetlen operatorral reprezentalt
fizikai mennyiség operatora felcserelhelo a rendeszet

Hamilton-operatoraval, akkor varhato értékének idd szerinti

derivalt ja nulla, igy e varhatd érték az iddben allandd.

13. definicid: Ha egy fizikai mennyiség viarhatd értéke iddben

allandd, akkor a mennyiségel mozgasallandonak nevezziik.

15. teétel: Ha egy kvantummechanikai remndszer
Hamilton-operatora nem fligg explicite az 146661, akkor A

rendszer allapotegyenletének vannak

2t
pk[xl,yi,zi, e, xh,yn,z"] expP l . "k”

alaku megoldasal, melyek a konfiguracios térheli koordinata

valtozdknak az 1diévaltozdtdl vald rzarzat.al aku
szeparacld javal kaphatok, ahol pr = Hka : A
Hamilton~operatornak diszkrét, sa jatartékepektram eset.én

megszamlalhatdoan végtelen sok, folytonog sajatérlokspektrum

esetén pedig kontinuumszamossaguan veetelen sok
sajatfiggvénye van, Mivel az teddit.isl titgao
Schrodinger-egyenlet homogeén és 1linearls, diszkrét, nem

elfajult sajatértékspeklrum esetén

o
> c, wk{xi,yi,zi, W ® g xn,yn,zh] exp [_ZEL nkt],
k=1

folytonos nem elfajult sajatértékspektrum ecetén
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1 c“p"{x‘,y‘,z’, Ce e, xh,yh,zh] ERTL {~—ﬁ~ il L)d" ,
H

o«

vegyes Lipusu nem elfajult sajatértéekspektrum eseblén pedig

) :
_2md

2> c, pklxi,yi,zi, e, xn,yh,th exp l = HkLJ +

k=1

H‘,}

r fe. e [x.,y. ., x z | exp [-28L p ¢ Jan
i Fu K Yr % 00 X0 Y07, ) BXP 1 g

"d
is megoldasa az fdatdl explicite fiiggotlen
Hamilton—-operatoru, idotidl figgd Schrodinger—egyenletnek,
ahol a ¢, , i11l. C,, menny iségek allanddak, eés a normalast

feltéete!l kovetkeztében ki kell hogy elégitsék a spektrum

diszkrét, folytonog, vagy vegyes Lipusatol fliggden a

o ",’3 - "‘;
2 e 17=1, [ le, 1Pan=1, 111, 3 Je, 17+ 0 fe 17001 €5)
k=1 "C( k=1 ”cx '

osszetiliggeseket. .
Az (5a), (5b), (5¢) egyenleteknek megfeleld dsszeliiggesek

elfajult spektrumu Hamillon-operator eseldben a kilvelkezdk:

* r, ”ﬂ tn ,
> 3 :chiz =1, (5a*) ] 2 e, 17dn =1, 5h)
k=t r=t "a r =1

o 1 H f

t /3 {1
2 2 .
2 2 e 17+ 2 e, 17an =1
L=¢ r=1 "a r=1

Ha egy 1dGLel explicite fliggetlien Hamilton-operiator diszkratl,
nem elfajult spektrumu, akkor a wk[x‘,yi,z’, e, xn,yn,th

exp (—%ﬁi HkLJ fFliggvények Osszességre, ha vegves hem elbfa jult



spektrumu, akkor a

wl[xi,y{,z’, S xh,yh,zh] axp [-éﬁi NlLJ,

' ' 2
w“[xl,yi,zl, s w s xn,yn,zh] exp [~—n~ ] L)
fliggvények oOsszessége Lel jes fliggvényrendszert alkot. A
megfeleld tel jes fiiggvényrendszerek elemel elfajultl spektrumu

Hamilton—-operator esetén rendre a kovetkezdk: 1=1....o

-

L in,yi,zt, ¢ 25 3 x”,yh,zh]exp[«——ﬁ—— HL]L, 151 %m, r=1...f‘l,

P O S R 2l m] H SHSH o, r=1,2,.F

i3 3

&
plrkxi’)I’zi’

-

W"r kxl»)’,,zi; ¢ y X Y '\ 7z

A
b

\<
2

N
J

D
=
<

oraian i

P
——
m\
)

Bt HLJ,ahnl I=t,2 ,...m

pEl, L S
Ezért. az iddtol fiiggetlen Hamilton-operatorhoz tartozd, a
Schrodinger—-féle konfiguracios térrel azonos kontiguracios

téren értelmezett allapottigegvények rendre a

[90]
yro= 3 €, pl[xi,yl,zl, o w g xn,yn.zh] exp [~£ﬁ£ H|L],
t=1 ' '
lliJ
w = [ c x z X 7 exp [~ e lan
4 TIRATE DY ED ATEFE IS SR RGN B h U
H
(&4
(a0
w o= c, wl(xi,yi,zi, R xh,yh,zh] exp [WZqi Hlt) +
t=1 ' ' -
Il(3
- ] 2l
+ c,, zp"[x‘,yi,zi, RN xn,yh,zn) exp l———ﬁ——— I!l.]d!!
"d '

alakokban irhatok fel attél fiiggden, hogy a kife jtéshez
hasznalt tel jes figgvényrendszerhez tartozd, idétil explicite

fiiggetlen Hamilton-operator gajatértékspektruma diszkret.,
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folytonos vagy vegyes tipusu. A fenti kifejtdések nem elfajult
=pekteumy Hamilton—-oporitor sa jatitiggvonyronderzardnel
alkalmarisn pralabon Orvenyonol. Fliajult, rpiekct e temeg
Hamilton-operator sajatlfiiggvényrendszerdnek Alkalmazasa
pmaoton a megfeleld oOsszofliggoselk diszkrat, tolytonons (11,

vegyes spekbtrum esetén rendre:

™ [‘[
o= Y i . __'_éui
v z 2 Clrplr[xi’yl’zi’ et xn’yn’zn] exp [ h ”lt]’
L=t r=1
”ﬁ £
== " By 3 7 r 27'i
Y [ 2 S Potr {xi,}!,z‘, i L e xh,}n,z“] exp [_’ﬁ* Ht.}«,m
H r =9 -
o
le 8] "L
-
=2 26,7, ["1"':'71’ » xn’yn’?'n] axp l'gﬁ}_ "t"]"'
t=1 r=1
}!(3 I"'
~ . » » > _‘2"1
+ f 2 % Py lxl,y',z‘, wwu x",)n,sz exyp “h llr)dﬂ.
H r=t
o]

melyekhez a kovetkezd nhormalasl tettdételok Lartoznale

o fl H’3 [‘“
2 . -

5 03 ley, P71, | ) lr;m fedti=t,
L=1 r=1 ”a r — 1

m [ My 1y,

2 - 2 .
S 3 e 1P f 03 e, 17 an =
L=f r=1 ”o( r=1

A tovabbiakban megvizsgal juk a kdzolt megoldisok fizikati

realitasanak feltételeit, ég létezésiik néhany kovelkezményéot,.
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ElOoszo6r a wk[xi,yi,zi, Vi 4 xh,yh,z“] exp { I Hkt] alaku
allapotfiggvenyekkel foglalkozunle, A fenti Aalaky fEYLe
normalt megoldiasok a Kronecker—Lipusa ortonormalteiagi

foltotoleket aloegitiic ki, Mint lattulk A 15, Ladtelhen az lyen
alaku megoldasok lstezeésének sziikséges ég elégséges feltételen

az, hogy a rendszer Hamilton—-operatora explicite ne figgjon

az idotol.

Ilyen alaku megoldasokra azt is lattuk, hogy it VIS Okwk‘ legy
ha 0 valamilyen fizikal mennylség ovperatora lenne, akkor a
szobanforgd alaku Allapotfliiggvényekkel bird rtrendszerekben
létezne az altala reprezentalt fizikail mennylsdég. Ezekben a
kvantumallapotokban barmely az 1d6L31 explicite nem figegd
operalorral reprezentalt fizikal mennylség vAarhats értéke
idében Allando (1], ezért az tlyen kvantumal lapotokat
staclonarius Allapotoknak hivjuk. Ilyen kvantumallapotban még
abban az esetben Is Allandd a Gy, {)»;r) varhatd rFriok, ha
aﬁﬂﬁa. Ez nem mond ellent az 1d6L61 explicite ftligegetlen

operatorral reprezentalt fizikal menhyinogek varhald

ertékének 1ddében vald valtouzasat megadd Lételnek. B szerint:

Ge oy = 2L [y, do-0iby] =
[ _2ini Hot _2ni 1" (]
_ 2ni P ST
- Th lrke , THO-0ID 1,2

e [ k& o * 2':1 {-p,{,(flé—-f)fl)vw] =

It
a2

2 ‘1 e ' -
I [['Pk 5 HOWL:]- [_’Pk 5 OHPS( J } =

H
N
P~
o

G ([, iy )| -
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= i {"k'ﬂk 5 0'{1]{ J— [1’,( i ”k():{vk ] ] =

i

2ni [ ™ % Y. ' B - _
= [“k ['pk,():ka "k ['pk’”"kJ_l

2ni i L
LEY [,p,om] [nk-nk].

A [H:’-—H»J kiilénhség értéke nulla. Ez az allitas azon atapul,

hogy 1 hermitikus operator, s mint tlyen valos
ga jatértekekkel rendelkezik csak.

I1d6t6l explicite fiiggetlen operatorral reptezentAlt  fizikal
mennyiség eselén OH = 110 tehat nem szlikséges ocsak elégséges

feltétele a fizikai mennyisdg varhald ertobke Fddbhetd

Allanddsaganak. Feltehetd az a kérdés 1=, hogy a

Yy = y, exp (—g—ﬂ—‘!‘- Hkt] Aallapotffigevény alak vajon oceupaAn

elegséges felteltele-o egy 1doeat explicite fiigret len
operatorral reprezentalt fizitkal meonnyiseg varhatd értdake

idébeli allanddsicganak, vagy e elletel sziikseges i, A

~

f‘
tovabbiakban ezt vizsgal juk meg, N0 = OH eselében.

-~

XI11l. axidma. lLegyen H egy {16t61 explicite ftiiggetlen, a

kvant.ummechanikal rendszer koufiguriclos Lerében értelmezett

allapotfiiggvényekre hatd Hamilton-operator. MHint tud juk
tetszoleges Allapotfliggveéeny kifejthetd oczen opet-ator

sajatfiggvényeil szerint. tia ez a Hamilton-ouperator vegyes,

nem elfajult spektrumu, akkor a kife jtés alakja, mint. lattuk

az alabbi:
H

o« i3 )
w =3 c, e, *+ f CyyCyy BXD [_Zﬁi HLJdH

k=1 Hq
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A vizsgalt kvantummechanikal rendszer akkotrr rendelkezik a
fenti allapotfiigeveny—alaldalt city. onnel speciialis
eseteival, a diszkrdl vagy a folytonoas rpeldrama alalkdkal), ha
iddtol filggetlen, nem elfajult spektrumue Hamilton-operatora
ugy alakult ki, hogy a rendszer eldzileg 1dA6LGY explicite
figgd Hamilton-operatoranak explicit Tl liggésat
megsziintettiik. A yw €€ Hilbert-tér feltélelhdil levezethetd

H
fae] 3
> Ickl2 + Icnlzdﬂ =1 egyenlet. valdsziniiségi jelentése
k=1 lld

pedig az, hogy az ezzel az allapotilggvdunyel bLird rendszer

biztosan spontan atmegy valamelytk Py eXP (_Zﬁi Hkt] vagy

P2 XP (_Z%L HL) allapotfiggvénylt Aallapotba. HMHivel pedlg a

megfeleld aAtmenetl valoszinlUségek értéke |f:‘,|2 111, Iu"lzd",
ugyanakkor a lehetséges atmenetek dHsszescdige epymist kizard
esemenyek tel jes rendszerét alkot ja, ~Zon raemények

Ssszegenek bekdvetkezesi valdszinilseége 1. Nyilvianvald, hogy a

diszkret spektrumu HHamilton-operatorral Liro rendszer
esetében az egymast. kizard esomények Orszerot, arinto
(]
Osszefiigges 2 lc:kl2 = 1 alaku, ugyanez arz Osszefliggos
k=1
folytonos spektrumu tdotol fidggetleon Hamilton-operator
H(3

esetében J lcnlzdﬂ = 1 alakue. A XI11l. axidmaban eddig
Ha
felirt Osszefliggesek alak ja elfajult spekbtrum ecetén rendre a

kovetkezo:
L I k = [ ‘
o= 2 2 CrePre ® ‘ + r E Cor P11 © ‘ dit,
k=t

r:i "ﬂr:l



™ 2 {3 ]
DD 1= ARE T D FEN L |
kot r -2 1] y = %
[
w0y ny 'y
2 e, V=0, an. 3 Loy, 17 an =1
k=1 r =1 " r =1

Tér jiink most vissza annak megvlzsgilasara hogyan valik

O = (p,0p) 1dében Allandova, akkor ha

- H
@ 2ni 3 _2ant
S N 2itlyy . -
w= 2 cpr e ! + Gy © - dib és o = on,
k=1 "(1

~

ahol ﬁlpkrllkrpk, ill. flrp"=!!rp“ s 0O explicite [fliggetlen az

idotol.

- i
= “Zii‘!‘- Hl,i ',; Méi”'“’
0 = (yp,0op = > o0, ° 1 Cy ey € b 311 N
k=1 ”(‘(
. H .
™ _2nd 0ot {3 _52!11"'
- : .
0 2 a7 ey, o ! o -
t=1 Ha
©® 2ui ® 2ni
- t. -< H t
- < R Mt oo h ™
= 2 c©,p e , 0 2 c,e € ! +
k=1t it =1
i :
@ 2ni Hot {3 _2ndy,
1 k' 4 1
+ 135 c,r, € ,0 €,y © dir |+
k=1 ”a
\
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H”

Coy e
i c,, ©
Ha

2id

T(H—ll’ L

[llk—lllJL (

Zit by, .
[1'",()1»' J JIp

-~

) 0 Pyys didirr | v =

w,,_,()wt} +

L=t
n Ny
" 2nd TR {3 __.anl]“
= iy 2T .
c, e I o & ['pkp()p“v} JdH 4
H,
-2l o s 2itd
v, W I ' .
c, e v J €y © ! [gp”,()-th ol
n,
H, H
noa oo,
J T e, e Py O 0y A | by =
1,
™ 2nt
" 2k (i, -m e -
t =1
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- 2nd o 0 ~2itdgy
el 1 Lo, . ) 1 ‘ N *, )
+ > c, e ' Gy © [7‘(,():"{] Ji
k=t 1
o
h [ h ’ o
+ > c, e N C, e {»-p",()-pl] dan
L=1 t,
n,
[ 2 -t
3 4
I T eye,, [Phy © 7y, Jaitan
“o: "a
A fenti wegyenldssgsorban figyelembe vettiilk nz alabbd
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nulla, mert ezek olyan hatarozott integralolk, melyek
integrandusai nullak, ami a hatarozott integralokat mint

ismeretes nullava teszi. A szodobanforgd integrandusok azért

tiinnek el, mert bhenntile rrorzatonyezdlodnt,
[w.,O“m“]=U.[wJ-0.w.]=U alaku és ilyen Osszefliggiseket
Uk V) UM LT L) 7 ”

kielégitd integrilok szerepelnek. Ezen integrilok azeart

zérusok, mert v, es 1 11t. r, 65 w"egymésra ottogonalisak,
hiszen H kiilonbdzd sajatértékelhez kell tartozniuk. LAthato,

hogy a végeredményiil kapott
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kife jezés az 1dotol fiiggetlen. Ez az elsd Lag esetdben  annak
a kovetkezménye, hogy a C, kifejtési egytitbthatdk az  1ddtol

fliggetlenek. A masodik tag integrandusa explicite fige az

idétasl, ezért ezen tag 1doLol valo fligpetlensdget
részletesebben kell megvizsgalnunk. Ezen tag alak ja a

kvetkezd:
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Tekintsiik most a szogletes zardjelen beltili integralt, A=
integracios tartomiany azon részén, ahol! H = II' | az (ntegral
Jjaruléka zérus a Dirac-féle deltafiggvény azon sajatogsaga
miatt, hogy SCH-H*)>=0 , ha Il = H* . Az inlegril zérustdl
kiilonbozd jarulékot csak a U = H’ pontban ad, ahol SC(H-H’)=c,

Ebben a pontban SUI-H’) olyan erdsen valik végtelenné, hogy a

végtelen kicsl pozitiv dll-val vald szorzata végrs lesz, Mivel

az integracios tartomany H = ' pont jaban  exp ?-’-E-!-(Il——n‘)!. =1,

-

> minden pont jaban veéges ¢, 9 .., , az integral is véges

" "
lesz a Dirac—-féle S—filggvény eldobbh emlitett tulajdonsagall is

figyelembe véve. Ugyanakkor a tekintett integrial az  tdiétot
figgetlen is, mert ahol exp[ggi(n~n’)t explicite filigg a=z
idétdl, azaz a Il ™ ' integracios tartomanybell pontokban az

integrandus azonosan nulla, ahol pedig az {integrandus nem

nulla, azaz a H = I’ integracios tartomanybell pontban, ott

exp[gﬁi(ﬂ*n’)tl egyenld eggyel minden L-—te, azaz
végeredményben integrandusunk emlatt tiggel.len lesz az

idétsl. gy az adddott, hogy az
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kifejezés voges, és filiggetlon nz (d8LG1. Az 1d44GLET oaxplicite

filgget.len O operatorral reprezentalt fizthkat mennyiséeg

atlagara kapott végeredményiink masodik tagja ezen integral N’
szerinti integral ja a [”d’”ﬂl Intervallumon. Emiatt ezen tag

is véges, és az 1ditol figgetlen lesz. Mivel a szdbanforegod
at.lagertékre kapott véogeredmény mindkét. Lag jn 1doetal
figgetlennek bizonyult, maga az atlagédrték s fiigget.ien lesz

az idotol.

Osszegezve azt kaptuk tehat, hogy ha ey trendszer
Hamilton—operatora rxplicite fidgretion n tdi3log
sajaterték-spektruma  vegyes tLipusu  és ma jJAatortoked 1nem

elfajultak, tovabba OH = HO , akkor rgy az 1ditdl  expliciie
fiiggetlen nem elfajult spektrimu tinearlts, hetmitikus
operatorral reprezentalt fizikai mennyiség varhatod éttéke
Allandd lesz. A bilzonyitasban alapvetden tamaszlkodbunk  az

- .

Ol = HO egyenldséghol fakadd azon tényre, hogy O és H
i

2n
s e L I B
sajatfiiggvenyel kozoselk. EbbLOY latszik, hogy v, e LI
esetében OH = HO sziikséges U idibeld Allanddsagahoz,

ellentétben azzal a mar szintén részletesen Largyall eseltel,

_2ni
T"k t

amikor v, =P, te allt fenn: ekkor Ol = HO csupan

eleégséges, de nem szitkséges U tdidbeli allandosagihor.

Ha O és H sa jatérték-spekirumal elfajnltak, a ftentiekben
kizolt bizonyltas leéenyegében nem valfozik, mer O-nak és H-nak
letezilk koOzos tel jes sajalfilggvenyrendszere, meelyet ha

szitkséges a Schmidt-féle ortogonalizacios el farassal
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ortogonalissa is tehetdink., (Termeszetoson iLL i feltettlilk,
hogy Gﬁ = 10.) A=z Allapotfiiggvéenyl. ebben a2z c=etbben ezen
t.el jor ortogonAtin rondrzor mrarint,. ite flve, majd kdpesve nz
O = (w,bw) kvantummechanikal varhato értéket.,, az eldzd
bizonyitias lépésatnek megliamdtldsdvel azt kap juk, hogy T most
is iddében allandd lesz. Ezt az eredménylinket. tovahbfe jlesztve
egy fontos tételt vezethetiink le. Tegyiik fel, hogy az 1d56L61
fiiggetlen Hamilton-operatoru rendszerallapotfiiggvényét az
elfajult spektrumuy Hamilton-operator és nem a fentiekben
emlitettl kézos tel jes ortogonalis rendszer szerint fe |t jilk
ki.O-ra ekkor is azt kell kapjuk, hogy idében Allandd, hiszen
0 viselkedése nem filgghet attol, hogy a rendszer
allapotfiiggvényét milyen tel jes fiiggvényreundszer szerint
fejtjiik ki. Mind a nem elfajult  spelctbrama, mind  peodddg nz
elfa jult spektrumu esethen végzett bizonyitisolk elvégzisekor
latszik, hogy U iddbeli Allanddsiagihoz fellstlenil]  «zilkséges
az Bpk-':(')kepk es ()'(1!'=0"'p" , ahol I"!:pk=l!p»pk 5 i\lqv”=lln'p“
egyenldségek fennallasa, melyek mindket esetlben antomatikusan

tel jesiiltek. Ha az Allpotlliggvényt. csak H, vagy asak O

sajatfiggvenyel szerint fejt jiuk ki, akkor akdrmelytlk opetitor

sajatértek-spektrumanak elfajiulteiaga eseton a fentiekben
sziiksegesnek talalt egyenlisdeok Heti ter] jJoslilnek
automatikusan, ugyanakkor nem zAarhatd ki az  sem, hogy

~

tel jestilnek. Mivel 0O {ddébell A&llanddsaga nem mulhat a
kifejtéshez felhasznalt tel jes flggvényrendszeren, es az
emlitett egyenldéségek sziikségesek T 1dibeli Al landdsagahoz,
ezen egyenldségeknek tel jesiilniitk kell, amib6l pedig az
kdvetkezik, hogy 0 és Il sajatflggvényei még abban az ecsetben
is kozisek, ha akarmelyikiik, vagy mindkettd jiik spektruma

elfajult.
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