FUGGETLEN VALOSZINUSEGI VALTOZOK OSSZEGERE
VONATKOZO HATARELOSZLASTETELEK ELESITESE

Dr. PERGE IMRE

Ismeretes, hogy a valdszinliségszamitasban igen fontos szerepet
jatszik a fiiggetlen valdszin(iségi valtozok Osszegére vonatkozd hatar-
eloszlasok problémakére. Az idevonatkozo tételeket a gyakorlatban
lényegileg kozelité formuldk feldllitdséra hasznaljak, véges, de ele-
gendS nagy n esetén. Ahhoz, hogy e hatirértéktételek ilyen alkal-
mazasa teljesen megalapozott legyen, ki kell egésziteni a maradék-
tagokra vonatkozd becsiésekkel. Az egyforma eloszlasu valdszinUségi
valtozok esetében e becslésekkel az [l1] monografia foglalkozik.
A nem egyforma eloszlasu valoszin(ségi valtozdk Osszegére vonatkozd
hatarértéktételek élesitése kozlil pedig [2.]-ben vannak eredmények
a normalis eloszlasfiiggvényhez valdé konvergencia irdnydban.

Jelen dolgozat célja — az egyforma eloszlasi valdszinliségi val-
tozokhoz hasonldoan — azon teljesebb eredmények bizonyitisa, amelyek
a [liggetlen valészinfiségi valtozdk oOsszege karakterisztikus-, illetve
eloszlasfliiggvényének a normalis eloszlas karakterisztikus-, illetve
eloszlasfliggvényéhez valé konvergencia, valamint a racsos eloszlasu
valoszinlségl valtozdk esetében a megfeleld lokalis tétel élesitésére
vonhatkoznak.

Legyen adva a fliggetlen valOszinlségi valtozoknak egy sorozata:
&1y 8o, .oy En, oL Jeldljiik a &k valdszinlségi valtozok masodik, illetve
harmadik abszolit momentumat

M(|&c?) — b2 és  M(EP) = cdmel k = 1,2...
a beldlik alkotott sor n-edik reészletdsszegét pedig
B = b, +b5+4... 82,
C3 = 3434 ...+ c}nel. Jelolje tovdbba a &k
valoszinliségl valtozd eloszlasfliggvényét Fy (x), illetve karakteriszti-

kus figgvényét 1 (t).

Feltételezziik, hogy a &, &2, ... &, ... valoszinlségi valtozok
fliggetlenek és mulla varhato értékkel, tovabba véges harmadik abszo-
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it momentummal rendelkeznek, ami miatt a

I Er+& k... + &y
n Bn

valdszinliségi valtozd karakterisztikus fﬂggvénye

alakba irhatd és valamennyi valészinlségi valtozonak létezik a masod-
€5 harmadrendd momentuma, illetve abszolut momentuma.

1. TETEL:
Ha a nulla varhaté értéka &, G2, ... &, ... fliggetlen valo-
szinliségi valtozoknak létezik a harmadik abszolit momentuma és
1< 1,
5Ch
akkor
n ! . W2
" ) l 'f YeTa,
z fx ( 5. l = { l

ahol [ az n-td] fiiggetlen allandé.

Bizonyitas.

Egy tetszdleges valoszinliségi valtozé karakterisztikus fligg-

m

! Lo B (.
fxt—1 = l—m——lﬁ—m et dFy(x); 0 <9 <1
n n

an

érvényes. Mivel Tn = I igy méginkabb igaz, hogy
;(_f'\ CTabi Tack o (L (ckT) (ck'p)s“ 24
k BnJ B2 6B < 2 6\ B, ) = 25°

s l
i —_
gy /x B

n

alakba irhato, Ezért

2 1y 3
~ 1 fy bk H |5 Ck
21 3p %

bo

) a zérusté! kiilonbozik, ha (| < Tn, ezért a vizsgalt tarto-
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manyban érvényes, hogy

i 27 188,
L f (‘B‘n] Y R
ahol

(31( - Ljd—z;} in fk (Z)J

— t
Tehat érvényes az

ty b 184,
/“[‘B?,] - eXp{_ng+E B3 |

€s az
n

£ 1t32§"

s 6 B |

fn() — exp

cgyenldség. Felhasznalva az abszolit momentumokra vonatkozo egyen-
l6tlenségeket |dx|-ra az alabbi egyenlétlenséget nyerjiik:

_I/i:'fii—:sz;’f;(fﬁzf;?

@
—In
fi

= lnh <z>| 174

7 C.

Ezért éervenyes az

|

_ e _B T At Gy
o) —¢ 2] <e ;eb( Bﬂ)--l}
osszefliggés. Azonban
e 1] < Jalels!

miatt méginkabb igaz, hogy

i 3 w3 3
— -5 _ 7{lC, 7 {1£| Gy -
o 2 2 (1.

3t
<1 (MCHJ e 2,

" n

vagyis

L
711 (f) — € *

Fzzel a tételt bebizonyitoituk. Ha a &k valosziniliségi valtozdk egy-
3 6
_ _ p 5
forma eloszlasuak, akkor B, — bfn, C, = cf/n és Th == n

és igy
¥
— 1
SUPe 7=,
e *

12

|7n(z) ¢ 2
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2. TETEL:

Ha a nulla varhaté értékd &,. &.... &n,... fliggetlen valdszind-
ségi valtozdknak létezik a harmadik abszolit momentuma, akkor

| Fo (@) — @ (2)] < m - max {( %]3 gll .

LD

ahol m az n-t6l flggetlen allando és

x te

_ 1 —3%
Dg) = —— it
@ =z

Bizonyitas.

Ismeretes, hogy amennyiben A, T és e pozitiv allandok, F {x)
és G (x) nem csdkkend fliggvények, tovabba

1. F(to0) = G (£ o0),
2. |1F(x) — G (x)|dx < oo,
3. G’ (x) minden x-re létezik és |G’ (X)[=A

T‘
4, & = l |[__(t) ALY
. £
—T

b

dir,

ahol f(t) és g(t) az F(x) es G (x) karakterisztikus fliggvényét
jeldli, akkor minden k > 1 szamnak megfelel egy véges pozitiv ¢ (k)
szam, amelyre
€ A
Fay—G@xm| < k—+4ck)—
| F (x) — G @) 5 Q=

4

([L.] 202. oldal 1. tétel)

Legyen most F (1) = Fn(2)

X t2
1 —
€s Gx) = D) = Vﬂje dt,
, 1
4 - max] 2@ -
T T, = Bo
5C,
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Az 1. tétel miatt e-ra nyerjik, hogy

Tn _ b ® o
N —_ 2 ’ 3 = Y
—..J fn)—e =f.. f:_") J-tzg 2drgm‘(f—)
f \Bn \_Bn
—~Ty, —»

és igy

- Cn 3 Cn - l Cn 3 Cn
F.x) - ®@|<m|[—| +m — < m-max ——], .
[Fal@ —C@l = (8) * B, I(Bn_ Bn}

Emlitésre méttd, hogy amennyiben teljesil a

lim& o

n>= By

un. Ljapunov-féle feltétel, akkor a fenti tételbd! kbvetkezik a globalis
hatareloszlastetel Ljapunov-féle alakja.

Természetesen meril fel ezek utdn a megfeleld lokalis hatarértek-
tételekhez szitkséges feltételek megallapitasanak problémaja is. Nyil-
vanvald, hogy a konvergencia biztositasdra itt erdsebb megkdtések
szilkségesek, mint az eloszlasfliggvények konvergencidjanal. Ugyanis

egy F, (x) fuggvénysorozat konvergencidjabol nem koévetkezik az
Iy (x) , derivaltak konwvergenciaja.
Vizsgalatunk ezen a téren a racsos &, &,..., &n.... fliggetlen

valoszinliségi valtozok Osszegére vonatkozik:
(o — & b+ &,

fo()-vel jeldlve ezen Gsszeg karakterisztikus fliggvényét, a &, i =
= 1,2, ... valoszinGségl valtozék flggetlensége miatt nyerjlk, hogy

Tul®) — 10 (D).
=1

Ha a & valészin(ségi valtozok, csak egész értékeket vesznek fel,
akkor a &, Osszeg is csak egész értékeket vehet fel. Bevezetve a

P {En = k} =P,k és a P{fnj — kni} == Pnj

jelolést, tetszdleges n-re igaz, hogy

o o0
N7
2{ Polly — 1 s 2 ; Pny —= L.
= i

k= .

A &, valoszinfiségi valtozo karakterisztikus fiiggvénye

/n (t) — M (eitfn) == Ze“knjpnj

]
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és a kij + ko + ... +ky; = k jelolés mellett a {n valdszintségi valtozd
karakterisztikus fliggvénye

Fa) =M E™) = kZ e P (k)

ahol p,j és P k) a Fourier-sor egyltthatdja segitségével szamit-
haté ki, vagyis

1 7 —itky:
Py = = [ e dl, (=120
2n -
e
€8s
1 T itk
Pyy=— | e di,
2
—
aZa?7

Po (k) —

1% ik

|e II f(hdl
T 3 1
—n J

k
Bevezetve a zpy - 2 —: s jelolést, P, (k)-ra kapjuk, hogy

n

b
1 l —itB,z O
¢

Py (k) - 11 fj {dt
2 . j ot
-7
és vegll elvégezve az ¥ =1 By helyettesitést nyerjiik, hogy
ﬂBn . n
By Py (k) =— — | e R (—m— dx.
2m h jo-1 N Bn
—TEn
3. TETEL:

Ha a nulla varhat¢ értéki, réacsos &, fo, ..., &4, ... fliggetlen valo-

szinlségi vAaltozék csupdn egész értékeket vesznek fel, maximalis
lépésiik egy és létezik a harmadrendd abszolit momentumuk, tovabbé
barmely & > O-ra

B |7n)] <K

hacsak e By < | fl = @ By,
£2nk MRt N
akkor | BaPa(k) — —— e F | <1 mdxl(_c_n),_fgl,
J2n [1B.) " B.|

ahol 1 az n-t6l fiiggetlen allando,
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Bizonyitds.

A ({n valGszinlségi valtozd karakterisztikus [liggvénye segitségeé-
vel nyerjik, hogy
7{]311 0 {
27 B, Py (k) = J e~itz [Tf, [—) ai.
r=1 Bn
— 7 Bn
Fzenkiviil tudjuk, hogy
z* % . it
I.. 6_2:-—}—" B_IZ!'-Edf.
V2n 27
=]
Igy érvényes a
1 22[ (R C itz 12(}
2alBaPh(k) — — € 2| = e Hhdl — | e “T2di.
{ n n ( ; -L% | J . il'l ( ) _.L
_ Bn :

egyerloség. Vezessik be a kévetkezd jeldléseket:

Tn

Lo et e - o3l

| |

di,

Jy — HEF O A,
T < |1 = aBn
. R
Jy= | T2 dy,

1t]> Tn ,

ahol 1,-et ugy valasszuk meg, mint az 1. tételben. Ezenkiviil fel-
tételezziik, hogy Tn < 7 B, mivel egyébként csak egyszerisddnének
2 becslések.

Felhasznilva az 1. tételt |J, |-re nyerjiik, hogy

~ 3 m‘ t2 I Y :;
)< (&Y e emzar <, - [,
By) ¢ B,
Az |J,| integrdl pedig a kovetkezO8képpen becslilhets:

L Tt L C,
| T, < e edt < 2|  eT2dl I - i
' It]= Tn BF“ B

’

I

Végiil figyelembe véve e tételben szereplé feltételt |J,]|-re nyerjik
hogy

_ 2K C
|]. \/2?3-8 ni :‘-‘) K Z-_"‘_-
92 < 27 Ba | 0] 2 275 <432

A
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A becslések alapjan tehat

| M

| R
— e

Von

ahol ! az n-t0l fuggetlen allands.

| By Py (k) —

Kovetkezmeény.

Amennyiben az emlitett tételben szerepld valészinGségi valtozok

egyforma eloszldstak, agy a

B W< K

feltétel teljesiil az ¢ By, < |!| £ =& B, intervallumban bdrmely
¢ > O-ra, mert
[fo (] < e—on

és igy

S 1T ) b b

Bi |fn () < Bi e—nbh nb b
nh it

Megjegyzés.

Az emlitetl téleleknek termeészetesen, aklkor van kiilonds
t6ségik, ha

lim La = 0.

= & n
Ekkor ugyanis
- 12
lim fo () = ¢ Z,
n -+ o
1% 2
lim Fy (@) — —— j e~ 3 df,
n —of V2
—w
1 ©
€s fim B, Py, (k) == —e 2
no— o ]/2"'5
a) A lim Ca — 0
n— Bn

jelen-

feltétel egyforma eloszlédsu valészinlségi valtozok, illetve az abszolut

momentumok korlatossaga esetén nyilvan teljesiil,
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ugyanis b = b és o = ¢, k-

= 1, 2, ...

&5 jgy Bn :,2 b }"n s Cn $ V::

C, ¢ 1
1 g e ;_ —_ 0’
Ba by

vagyis
ha n— ™

b) Ha a &k valdszinlségi valtozok nem egyforma eloszlastak,
akkor pl. a kovetkezd kiegészitd feltételeket szabhatjuk meg:
1. a &k valoszin(iségi valtozdk egyenletesen korlatosak,
Bl < K, F=1,2 ..

2 és Im B, =00,

n—w
E kiegészitd feltételek figyelembevételével ugyanis

el - M &) < KM (&P - KB, (k= 1,2, ..)

és igy Cn < VKBZ,
3 —
C 1/
s K o b, .
B, B,

DAS SCHARFEN DER GRENZVERTEILUNGSSATZE
AUF DIE UNABHANGIGEN ZUFALLSVERANDERLICHEN

1. PERGE

ZUSAMMENFASSUNG

Essei &, &. ..., &, ... eine Folge der Zufallsverdnderlichen
gegeben. Bezeichne

MiJ&]2) -2 und M{&EP)=d, ¢ 1,2 ..)

die absoluten Momente zweiten beziehungsweise dritten Grades der Zu-
fallsverénderlichen &k und

B2 b2 b2 4+ B2

I n’
i -3 ; :
cho c1+cg+...+c;§

die Summe dieser Momenten und endlich Fi(x) und f3(t) die Verteilungs-
funktion, beziehungsweise die charakteristische Funktion der Zufalls-
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veranderlichen &,. Es seien ferner die Zufallsveranderlichen £, unabhin-
gig und
M{&) =0, M{{&P)} < o fiir kE-—=1,92, .

Unter solchen Bezeichungen und Voraussetzungen nachstehende
Sétze haben mit der Giiltigkeit:

Bil
Wenn It < —,
oG,
. n i L1 |I|Cn)3 e
so gilt i — | — 7 2 [ e 2,
g “=1fk (Bn) é ( Bn ;

wo unabhingige Konstante | von n. {Satz 1)
An die Folge der Verteilungsfunktion

C
Folt) — P (x ifm‘naxl—” , —u
| Fa (x) @] < m - I(B,,J B}

gilt, wo unabhingige Konstante m von n und

| O

D(x) = — | e 2dl.
) l@% -l‘oo
(Satz 2.) Aus diesem Satz folgt der Liapounoffsche — Satz, wenn
lim Co 0.
Im—r 2 11
Wenn die Werte den gitterartigen Zufallsverinderlichen £, &,, .. .»
£ns +.. nur ganze Zahlen, der maximal Tritt 1 sein kdnnen, ferner zu
jedem ¢ > o,
Blz, * I[n(t)l S }{9
sobald eBy £ |1 £ aBy,
1 Zi ’ 3 I
so gilt B P (k) — —e~ gk < ! - max I(&) ,5},
1/275 l n. By
wo unabhéngige Konstante I von n und
I.)n (k) o= I. {51 + 52 ‘i‘ CEE _'_ En"— k}
d e —
Hit k= g (Satz 3.)
Im Falle der gleichférmigen Verteilung der Zufallsverdnderlichen
£y — wegen Sitze 1—3. — in [1] vorkommende Sitze sind.
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