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Ebben a dolgozatban Bolyai Appendixének néhany paragrafusat
dolgozzuk fel a maradék axiomarendszer alapjan.

Bolyai az egyes paragrafusokban azokat a tételeket dolgozza Ki,
amelyeket valamilyen forméban felhasznal a késébbi tételek bizonyi-
tasaban. A megjegyzéseibdl és ahogyan az egyes tételeket felhasz-
nalja az kivetkezik, hogy ezek kidolgozasa altalanosabban is meg volt.
O abbdl csupan azt emelte ki és tette kozzé, amely a felthasznilandd
tetelt legtémorebben tartalmazza. Mi, e néhédny idézett paragrafus
soran azt mutatjuk be, hogy mennyivel szélesebb teriiletet Olel az fel,
és ‘hogy az egyes tételek a maradék axiomarendszer alapjan levezet-
hetd tételek specidlis eseteiként emlithetdk, vagyis ezek a Geometria
alapjaiban a maradék axidmarendszer alapjan kidolgozott tételek
rendszerébe helyezhetdk.

II.

Bolyai a 4. §-ban a kdvetkezd tetelt bizonyitja: ,,Ha MAN < >
MAB <, akkor az AB~* minden B pontjéhoz megadhatd olyan C pont
az AM~-en, hogy BCM <¢ = NAM <(.” E tételt ilyen megfogalmazss-
ban a késobbick soran nem hasznalja fel, hanemm — mondhatnank —
ennek egy kOvetkezményét alkalmazza az 5. §-ban. E tétel nem
kivanja meg a parhuzamossag értelmezését. Bolyal azéri targyalja itt,
mert a szigoru logikus felépitése soran sziiksége van rd -— ha nem is
az eredeti megfogalmazasban — az 5. §-ban. E tétel helyett a kovet-
kezd altaldnosabb tétel is kimondhaté és Dbizonyithaté a maradék
axiomarendszer alapjan:

4. 1. tétel: Az MAN < -hiéz az AM egyenes kijelolt oldalanak bar-
mely B-pontjan &4t egy és csak egy olyan félsugar tartozik, hogy

* Megjegyaés: A +-jel felegyenest jeldl. Pl.: AB— = AB félegyenes.
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MAN & =MXB <. (E tétel a III; axiéma megforditasanak is tekint-
hetd.)

Bizonyitds: Eldszor kimutatjuk, hogy legfeljebb egy félegyenes illesz-
kedik B-re. A IIl; axiéma szerint az AM egyenes C; pontjaibol ki-
indulé CiM-hez egy ¢s csak egy félsugar tartozik, amellyel keépezett
sziogek egybevagok MAN < gel. Mivel MAN < =MC, By, <, igy
a kivetkezé tétel szerint: ,,Ha egy g egyenes két a és b egyenest
egybevagd megfelelé és akkor egybevagéd valtd szigek alatt metszi,
ez esetben a- és b-nek nincs kozos pontja.” (Varga Otté: A geometria
alapjai 72. tétel) AN* és C; By™ nem metszé6 egyenesek. Tovabba
MAN < =MC: B: < -b6l AN+ és C: Byt nem metszok. De akkor Cy By *
és Cy B>* sem metszi egymast. Ugyanis ha egy kozés B pontban met-
szenék, akkor a BC; C; haromszoghbdl az MC: B kiilsé szdg egybevago
lenne az MCi B belsd sziggel. Ez pedig ellentmond a kiovetkezd tétel-
nek: ,,Egy haromszig barmilyen kiilsd szbge nagyobb a hiromszog
azon szigeinél, amely nem mellékszoge’ (Uo. 79. tétel.)) E tranzitiv
vonatkozasabtl kivetkezik, hogy a C; Bj' szOgszarak nem metszik egy-
mast. Ezek szerint az AM egyvenes kijelolt oldalanak barmely B pont-
jahoz legfeljebb egy egyenes illeszkedik ugy, hogy MAN <t = MXB < .
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1. abra

Tegylk fel, hogy van olyan B poni, amelyre a C; B;"-k egyike
sem illeszkedik. Tekintsiik azokat a C; pontokat, amelyekhez tartozd
MC;B <. <MAN < , tovabba azokat, amelyekhez tartozé MC;B <
> MAN <. A B-bdl kiindulé és az els§ csoporthoz tartozd félsuga-
rakat jeloljuk ay-val, a masodikhoz tartozokat by-val. A Cantor-
axiomanak megfeleld szogmetrikai tétel szerint (uo. 151. tétel} léte-
zik egy B ponton aftmené x félsugar, amely az Osszes (ag by) bel-
sejében fekszik és x egymastdl elvalasztja az ap és by félsugarakat.
Isy MXB ¢ nem lehet nagyobb MAN < -nél, mert akkor x by-hoz
tartozik, de kisebb sem, mert akkor ay-hoz tartozik. Mivel pedig
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az egybevago, kisebb, nagyobb relacidk kozil egyik és csak az egyik
allhat fenm (uo. 58. tétel), MXB < = MAN <, tehat B-re is illesz-
kedik egy szogszar a feltétellel ellentétben.

Ezzel bebizonyitottuk a kdvetkezé tételeket is:

4. 2. tétel: A B-re illeszked¢ x félsugar elvalasztjs a C-re illesz-
ked6 parhuzamos félsugarakat a Cp-re illeszkedd parhuzamos fél-
sugaraktol, ahol MC, B < > MXB <t > MC, B <0.

4. 3. tétel: Nincs olyan BC;p M szignél nagyobb és BC, M szdgnél
kisebb szdg, amellyel a BXM < ne valna egyszer egyenléveé,

4. 4. tétel: Az AM egyenesen D {felveheté ugy, hogy BDM < >
NAM <.

Bizonyitas: A 4. 1. szerint B-re egy és csak egy olyan félsugar
illeszthetd, hogy MXB < = MAN <. Az XM™* félegyenes D pontjaira
MDB < > MXB <, feltéve, hogy | XD | < |XM|. A kdvetkezt tétel
alapjdn: — ,Ha < (&'b) < < (¢’d) és ¢ (d)= < (1), akkor
< (a’b) < < (@f)” (u. o 538, tétel) — MXB < < MDB < és
MXB % = MAN <-bdl kovetkezik, hogy MAN < < MDB < .

Ezen tételek kiozill Bolyai a 4. 3. tételt hasznalja fel az 5. §-ban.
Az 5. § tétele a kivetkezd:

Ha BN'|| AM', akkor az AM egyenesen van olyan F pont,
amelyre nézve F <{ = B <. E tétel a 4. §-ban idézett tétel melld-
zésével is bizonyithats. S6t helyeite a kovetkezd altalanosabb tételt
mondhatjuk ki:

5. 1. tétel: Ha BN~ || AM~, akkor az AM cgyenesen egy és csak egy
olyan F pont van, amelyre nézve FBN <[ = BFM <.

Bizonyitas: A maradék axiomarendszer alapjan bizonyitott tétel
(uo. 105, tétel), hogy a BN és AM nem metszé egyenesparnadl BN
minden pontjahoz AM-en legfeljebb egy korrespondeald pont létezik.
Tovabba bizonyitott a kovetkezd is (uc. 107. tetelben): az egymdst
nem meiszd egyenesparra BN tetszbleges B pontjdhoz AM-en van
korrespondald F pont. Ezek szerint: Kéi nem melszé egyenesparon
az egyik egyenes tetszéleges pontjdhoz a masik egyenesen egy és csak
egy korrespondedlo pont létezik. Az értelmezés szerint BN~ | AM*
egyenesek nem metszé egyencsek, igy a tétel érvényoes.

E tétel tehat a maradék axiomarendszer alapjan levezetett tételek
specialis eseteként emlithetd.

Ehhez hasonloan kezelheté a 8. § 15, A 8. §-ban Bolyal a kévetkezd
tételt rogziti: Ha BN+ | CP~, tovabba BCP <] = CBN < és az NBCP
tartomanyban levd AM merélegesen felezi a | BC | tavolsagot, akkor
BN || AM~. E paragrafus felépitheté a kivetkeziképpen is:

A nem metszd egyenesek koOzépvonalanak értelmezése alapjan
a parhuzamos egyenesek kozépvonalat a kdvetkezbképp értelmezhetjiik:

Ertelmezés: A BN+ és CP- parhuzamosok kézépvonalén azt az AM
cgyenest értjiik, amelynek pontjai a BN és CP egyencscktd]l egyenld
tavolsagra vannak {a. tulajdonsag).

Megjegyzés: Az értelmezésnél figyelembe vettiik azt a tételf,
amely szerint a parbuzamossag fliggetlen a félegyenesek kezdépont-
jatel.

493



A parhuzamossag értelmezésébdl és az eldbbi értelmezésbdl kivet-
kezik, hogy mindazok a tulajdonsidgok és tételek, amelyek a nem
metsz6 egyencsek kozépvonalara igazok, parhuzamos egyenesek kozeép-
vonaldra is érvényesek. Igy érvényesek a kovetkezd tulajdonsdagok és
tételek:

b) tulajdonsag: Ha BN~ || CP~ és BN egy H pontjabol merdlegest
bocsatunk AM egyenesre és ennek Ta talppontja,
akkor a HT egyenesnek az a Q pontja, amelyre
|HT | = |TQ| és az elrendezés (HTQ), a CP par-
huzamos egyenesen fekszik.

¢) tulajdonsag: Ha a B~ || CP~ félegveneseken az egymashoz kor-
respondeald B; és C; pontokat keressiik meg, akkor
ezen (B;C;) szakaszok kozéppontjainak mértani helyve
az AM kozépvonal.

A maradék axidomarendszer alapjan bizonyitott itételek, hogy:
Az egymast nem metszd a és b egyenesparhoz legfeljebb egy kézép-
vonal tartozik és az a), b) és ¢) tulajdonsaggal rendelkezik. Ha egy,
a b) vagy c) tulajdonsaggal rendelkezd egyenes létezik, akkor az a)
és ¢), illetve a) és b) tulajdonsagokkal is rendelkezik.” -— és ,,Az
egymast nem metszd egyenesparnak van koézépvonala.” {(Uo. 103. és
107. tételek.) Ezek alapjan kimondhatok a kovetkezd tételek:

8. 1. tétel: A BN es CP parhuzamosoknak egy és csak egy AM
kézépvonala van. AM a BN és CP altal meghatarszott sdvban van
és nem metszi a BN és CI’ egyeneseket.

8. 2. tetel: Az AM kozépvonal az a), b), ¢) tulajdonsagokkal rendel-
kezik, s6t ha ezek egyikével rendelkezik egy egvenes, akkor a masik
kettovel is.

§. 3. ié¢tel: Ha a kozépvonal tetszdleges két pontjaban meréGlegest
allitok AM egyenesre, akkor a parhuzamosokbol lemetszett szakaszck
egybevagok.

8. 4. tétel: A B ponthoz az egyetlen korrespondeald C pontot vgy
kapjuk, hogy a B pontot tilkrozzik az AM kdézépvonalra., Ennek
kovetkezménye a:

8. 5. tétel: Ha a kozépvonalra egy pontjaban merdlegesi Aallitunk,
akkor ez a parhuzamosokat egybevagd szogekben metszi.

— ,Ha A és B az egymast nem metszé a, b egyesnesparnak egy kor-
respondealé pontparja, akkor az ' AB | szakasz mer6Sleges félezbje az
egyenesparnak kozépvonala.” — tételnek a megleleléje (uo. 104, tétel):
8. 6. tétel: Ha a BN~ || CP* parhuzamosoknak a B és C egy korres-
pondedlé pontparja, akkor a (BC) merédleges felezbje a parhuzamosok-
nak kizépvonala.

8. 7. tétel; Ha BN+ || CP+, akkor az AM kozépvonalra is AM* | BN*
és AM' || CP+ (feltéve, hogy M a (BAC) ugvanazon oldalan van, mint
N és P).

Bizonyitds: A 8. 1. létel értelmében AM nem metszi a BN és CP
egyeneseket. A PCBN siktartomanyban levd barmely BQ metszi CP-i.
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2 abra

A maradék axiomarendszer alapjdn bizonyitott tétel — | Ha egy cgyve-
nes nem megy at egy haromsz6g valamelyik csticspontjan, a harom-
szog egy oldalat egy bels6é pontban metszi, akkor annak pontosan még
egy oldalat metszi.” — (uo. 16. (étel) — alapjan kivetkezik, hogy
akkor BQ~ és AM -nek is van kozos pontija. gy BN+t ! AM~*. A 7. §
értelmében pedig AM™ || CP~.

Ha e tétel utan bevezetjlik a ,,paralellaszog” fogalmét, azt a 9. §
bizonyitasa soran eldnyosen felhasznalhatjuk. Ezen paragrafusban
Bolyai a kovetkezd tételt mondja ki: ,Ha BN+ || AM  é MAP | MAB.
tovabbia az a lapszOg, melyet (NB)D az (NB) A-val képez az MABN
siknak azon az oldalan, ahol az (MA)P wvan, kisebb R-neél, akkor
az (MA)P és (NB) D félsikok melszik egymast.” E tétel bizonyitdsa
utan utal arra, hogy ,....igazolhat6é, hogy az (MA)P és (NB)D {fél-
stkok altaldban metszik egymast, ha az MABN siktartomannyal bezért
szdglik osszege < 2 R.”

A teljesség igényeét szem el6tt tartva, e paragrafus felépithetd
a kovetkezéképpen:

B

4. abra
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Ertelmezés: Azt a sziget, amelyet B-bdl egy g egyenesre bocsatott
merdleges BA Télsugér és a B-bo6l kiindulé g-vel parhuzamos BN fél-
egyenes hatdroznak meg, a (BA) szakaszhoz tartozé ,,paralellaszig”’-nek
nevezziik.

8. 1. tétel: Egybevago szakaszokhoz egybevagd ,paralellaszég”-ek tar-
toznak.

(E tétel abszolut geometriai tétel. A tétel csak annyit mond, hogy
ha a szakaszok egybevigédk, akkor a hozzdjuk tartozé paralellaszigek
is egybevagok, de nem mondja azt, hogy ha a szakaszok kiilénbozék,
akkor a hozzdajuk tartozd paralellaszégek is kiilonbodzok.)

Bizonyitds. Legyen |BA| és |Bi A:i| a két adott szakasz, amelyre
|BA| = |BiA1] és a hozzajuk tartozé paralellaszigek « és .
Tegyiik fel, hogy « + @, hanem pl « < a.. Mérjik fel a-t
| Bt A1]-hez B, cstesponstal. A felmért szigszdr metszi az A1 M-

£

4. atra

L

__ M
N
¢, "

4. webra

félegyenest @i pontban a parhuzamossag ertelmezese alapjan. Mérjik
fel |A; Qi| szakaszt AM-re A-bdl, igy kapjuk Q-t. Ezek szerint AQB
haromszég egybevagd A; Qi Bi haromszoggel. Igy ABQ ¢ =o. Ez
ellentmondas, tehat « — a4.
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9. 2. tétel: Ha AM* | BN* és B sik a BN-hez illeszkedik, akkor az
AM-hez egy és csakis egy olyan a sik illeszthetd, amely a -t nem
metszi,

A Dbizonyitast a koévetkezd lépésekben végezziik el. El6szor ki-
mutatjuk specialis esetre, hogy az (AM; BN) sik azon oldalan, shol
a bels6 szOgek Osszege < 2R, a két sik metszi egymast. Majd ki-
mutatjuk specialis esetre, hogy ha a belsd szogek Osszege 2 R, akkor
o &5 [ nem metszi egymdast. Harmadik lépésben kimutatjuk, hogy leg-
feljebb egy olyan sik létezik a BN-re illeszkeddé j-hoz, amely nem
metszi, Es utolsd lépésben kimutatjuk, hogy tetszéleges 8-hoz mindig
van egy «, amely nem metszi.

1. Ha BN || AM- és MAP [ MAB, tovabba az a lap-szdg, ame-
lyet | NB| D az |NB| A-val képez az MABN siknak azon az oldalén,
ahol az |MA' P van, kisebb R-nél, akkor az MA P éz :NB| D félsikok
metezik egymast.

A bizonyitishoz még a kdvetkezl segédtételt mutatjuk ki:

Segédtétel: Ha az ABC és A’ B’ C’ haromszogekben |AB| = [A’B’;
ACB = A’CB <, 'AC > |AC| ¢ |BC| < |BC| akkor ABC <Y
> A'BC <.

Ui. mérjiik fel |[C’A’]-1 C-b6l a "CAl oldalra és | B’ |-t a C-t6l a |CH]
cldalra. Az elrendezés (CA’ A) és (CBB’). Igy a haromszbgtétel szerint:
,,Legyen ABC harom kiilonbdzé, nem egy egyenesre illeszked$ pont.
Tovabba D egy pont, amelyre (ADC) és egy E pont, amelyre (ABE)
fennall. Akkor a DE és CB cgyeneseknek van kozoés F pontjuk,
amelyre (BFC) és (DFE) all fenn.” — az (A’ KB’) és AKB) elren-
dezések érvényesek. Ekkor viszont a KBB’ haromszdgnek ABC kiilsé-
szige, ez tehat nagycbb KB’ B szignél. Ezzel a segédtételt igazoltuk.

Ezutan térjink at a ‘bizonyitasra.

(=

6. abra
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Bizonyitds: Legyen |AB. | AM, akkor AB | AP-rc¢ is a feltevés
szerint, legyen tovabbd AC | BN és CE' . BN, akkor ACE’ sz6g <R
a feltétel szerint, és legyen AF ! CE’. AF az ACE’ sikban van. Legyen
az |[AB| F és |MA| P sikok metszésvonala AP. Az eléz6 segédtétel
szerint az ABF és ABC hdaromszdgekben ABF < < ABC <), Az |AB!
hez tartozé parhuzamossagi szog ABC <. Igy a 9. 1. tétel szerint AP
és BF metszik egymast, tehat az |MA| P és |{NB| D sikok metszik
egymast.

2. Ha a BN-re illesztett § sik merdleges az AM, BN sikjara és
az AM-re illesztett o sik is, akkor « ¢és [ nem metszi egymast.
A bizonyitds soréan felhasznaljuk a kovetkez6 segédtételt: Harom sik
esetében, ha két metszésvonalnak van egy kozds pontja, akkor a kozos
pontra illeszkedik a harmadik metszésvonal is, vagyis a harom siknak
legfeljebb egy kozds pontja van.

Bizonyitds: Tegyik fel, hogy =« és J§ metszi egymast QP-ben.
A 7. § szerint ez a metszésvonal parhuzamos AM-mel is. Legyen
QA : AM, & AC 1 BN. Ekkor a 3 sikban 1év§ barmely C-re illesz-
kedd egyenes . AC-re. [gy a QAC siknak és f-nak CE metszésvonala
is mer6leges AC-re, Az =z, 3 és QAC sikok két metszésvonalanak
AQ és QP-nek van egy kizos pontja, A segédtetel értelmében a har-
madik CE metszésvonal is illeszkedik akkor a kozds Q pontra, vagyis
AQ ¢és CE metszi egymast. Ez azonban ellentmond azon tételnek,
hogy: ,,Ha két a és b egyenes ugyanazon harmadik g egyenesre merd-
leges, akkor az a és b-nek nem lehet metszéspontja.”, tehat a feltevés
helytelen, vagyis o és § nem metszl egymast,
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3. Illeszkedjen BN-re a tetszbleges 5 sik. Ekkor a BN*-hez par-
huzamos AM ~-re legfeljebb egy olyan = sik illeszthets, amely nem
metszi §-t. (Erre a tételre Karteszi az Appendixhez irt megjegyzések-
ben a kivetkezd bizonyitast adja:)

Bizonyitds: AM merdleges vetiilete f-n legyen A’ M. (AM; A’ M)
sav sikja meréleges B-ra, igy az el6zdé tétel szerint csak az az « sik
nem metszi {-t, amely merdleges az MAA’ sikra.

4. A BN-re illesztett tetszbéleges § sikhoz AM-re mindig illeszthet?
egy « stk Ugy, hogy 2 és 3 nem metszik egymast.

Bizonyitds: Illeszkedjen BN-re a tetszdleges [ sik. Legyen AMF
és BN* péarhuzamosok kdzépvonala CP és ennek merdleges vetiilete
f-n FE. A tranzilivitds alapjan FE- || CP~|| AM-. Tikrdzzik FE-t
CP-re, akkor a 8-as tételek értelmében GH és FE-nek CP kozép-
vonala. Igy a tranzitivitds alapjan GH* | AM*. Tekintsiik a GH és AM
parhuzamosok sikjat. Errdl kimutatjuk, hogy meroleses [GH, FE]
sikjara. Legyen |CI'] . FE, (€G] L GH, |AB, ; CP-re K-ban.
K felezdpontja {FG'-nek és AB -nek is a szerkesztés alapjan, Igy
AGK és BFK haromszdgek egybevagok, tehat AG = FB', FCG
egyenlészaru haromszoghdl GC = FC és BCA egyenlfszar hirom-
sz0ghol |AC| = |BC|. De akkor az AGCp = BCFpa haromszoggel. Mivel
CFB <L = R, akkor AGC <f is = R. CG tehal mertleges az » sikra,
mert merbleges GH, GA két egyenesére. Igy az 2 és J sikok meré-
legesek [FE, GH] sikjara, az eldzé pont szerint tehat nem metszik
egymast. Vagyis a BN-re illeszkedd tetszéleges f-hoz van olyan AM-re
illeszkedd =« sik, hogy « és 3 nem metszik egymast.

8. dbra

Ezekb8l kovetkezik, hogy tetszlleges [-hoz egy és csak egy =«
illeszkedik, amelyek nem metszik egymast, és 2, § az [AM, BN} sik
azon oldaldn metszik egymaést, ahol a lapszogek ¢sszege < 2R.
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UNTERSUCHUNG EINIGER PARAGRAPHEN DER APPENDIX
AUF GRUND BES UBERRESTEN-AXIOMSYSTEMS

Dr. BELA PELLE

In diesem Artikel bearbeiten wir einige Paragraphen der Appendix von Bolyai
zuf Grund des Uberresten-Axiomsystems. Wir beweisen durch dic 4., 5., 8. und
8. §-en der Appendix, dass aus diesen verschiedene Thesen sich ergeben, und dass
wir die einzelnen Thesen auch anderswie ableiten konnen, wenn wir den Uber-
resten-Axiomsystem als Grund annehmen, Wir zeigen, dass wir anstatt des 4. §
schon eine allgemeinere Thesis beweisen Kkénnen, dann behandeln wir einige
Folgen daraus

Uber den 5. § beweisen wir, dass es ein spezieller Fall der — auf Grund des
Uberresten-Axiomsystems — abgeleiteten Thesen sei. Dasselbe kdnnen wir auch
iiber den 8. § sagen. Der 9. § wird aber von uns in einem anderen Aufbau und
im allgemeineren hehandelt,
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