AZ OKTATASHOZ SZUKSEGES FUGGVENYTANI FOGALMAK
BEEPITESE A KISERLETI FIZIKA MECHANIKA TANANYAGABA

MARKUS JENO

A fizika a természetben eléforduld jelenségek meghatarozott cso-
portjanak megismerésével foglalkozik. A természeti jelenségekrsl ta-
pasztalat Utjan szerziink tudomaést. A jelenségeket kisérlettel tobbszor
megismételve, méréssel allapitjuk meg a természeti torvényeket. A fi-
zikai jelenségek torvényeit, illetve a fizikai fogalmakat legcélszeriib-
ben matematikai egyenletekkel, illetve fliggvényekkel fejezhetjik ki.
Ezaltal valik a matmatika a fizikai megismerés fontos segédtudoma-
nyava.

Felséoktatasunkban a fizika tanitasat a kezdeti id6szakban igen
megneheziti az a jelenlegi helyzet, hogy hallgatéinknak nincs olyan
b6 matematikai ismerete, mely elegend® volna a fizikdnak megieleld
szinten valé tanitdsdhoz. A ko&zépiskolaban szerzett ismereteik erre
elégtelenek, felsGoktatasi tanulmanyaik folyaman csak késébb jutnak
el erre a szintre. Ez tette szlikségessé annak a kérdésnek felvetését,
hogy a kozépiskolai matematika oktatds anyagat at kell formalni. A je-
lenlegi helyzet azonban a felséoktatasban még tébb évig fenndllé prob-
léma: hogyan és milyen mértékben bévitsiik a fizika tanitdsdhoz szik-
séges matematikai ismereteket. Ebben a dolgozatban csak a fliggvény-
tani ismeretek boévitésével szeretnék foglalkozni.

A felvetett kérdés tartalmilag kettds:

I. Milyen meértékben?
II. Hogyan?

Az elsé kérdésre roviden lehet valaszolni: csak olyan mértékben,
amennyire az a fizika tanitdsdhoz sziikséges.

Ez a megallapitas egyarant vonatkozik a fogalmi ismeretekre és
a szamolasi eljarasokra. Nem lehet azonban csak a szdmolasi eljarasok
ismeretével megelégedni, mert ezaltal a fizikai fogalmak kialakitasa is
hianyokat szenved.

Hogyan bévitsiik ki megfelelé mértékben a matematikai hidnyokat?
Figyelembe kell vennilink elsésorban azt, hogy az altalunk nyujtando
ezen ismeretekkel a hallgatok maéasik szaktargyuk keretében is foglal-
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kozni fognak nem sokkal késébbi idépontban. Fogalmak, jelolések és
tételigazolasok tekintetében lehetdleg alkalmazkodnunk kell a szak-
targy kivanalmaihoz. Utmutaténak ezért a megfelelo szakkonyvet (tan-
kényvet) kell tekintenilink. Ettél csak annyiban és olyan mértékben
térjliink el, amennyiben az a fizika hagyomanyos és megszokott kiva-
nalmai szerint sziikséges. A hogyan kérdéshez tartozik az is, miképen
kapcsoljuk hozzi a matematikai ismeretek bévitését a fizika oktatasa-
hoz. E tekintetben két szokas alakult ki:

1. A fizika oktatds megkezdése el6tt nyajtjuk mindazokat a mate-
matikai ismereteket, melyek a fizika tanitdsahoz sziikségesek.

2. Szervesen beleillesztjilk a fizika oktatasba, s az egyes mate-
matikai kérdésekkel akkor foglalkozunk csak, mikor a fizika oktatas
folyaman annak szilikségessége jelentkezik.

Az elsé modszer mellett érvként lehet felhozni, hogy a fizika oktatast
nem Kkell ismételten megszakitani a matematikai ismeretek bévitése
céljabol. Hatranya, hogy a rovid id6 alatt kapott sok uj fogalom és is-
meret a kezdeti fokon nehezen sajatithaté el, s nem latszik annak
sziikségessége sem. Ezért rendszerint ismételnlink kell a matematikat
fogalmakat akkor is, mikor a fizika oktatasaban hasznalni akarjuk.

A masik moédszer ugyan ismételten is megszakitja a szakoktatas
menetét, mégis tobb elénye mutatkozik:

a) A fogalmak megismerése huzamosabb idé alatt megy végbe és
részekre bomlik. Igy megindulaskor némikép csékkenti az ellentétet
a kozép- és fels6foku oktatds kozott is.

b) Olyan fizika anyagba kell beépiteni, mely alapjaiban ismert
a kozépiskolai fizikai tanulmanyokbdl.

¢) Latszik a matematikai fogalmak megismerésének szuksegessege
a fizikai fogalmak elmélyitése céljabol.

d) Latszik, hogy a fizika fejlédése hogyan teszi sziikségessé a ma-
tematikai fogalmak fejlesztését.

e) A fizikai fogalmak el6segitik a matematikai fogalmak megérté-
sét.

Felvethetjiik azt a kérdést is: a matematikai fogalmak bé&vitésé-
nél példaként felhasznalhatjuk-e a meglevd fizikai ismereteket? Pl
a fliggvény fogalmanal a mar kozépiskolabdl ismert fizikai ismereteket.
Itt legyen szabad hivatkoznom R. Pohl német fizikusra, aki a fels4-
oktatas szamara irt konyvét szerkezetileg ugy alakitotta ki, hogy fel-
tételezett fizikai eldismereteket. Az ismeretek ilyen irdnya felhaszna-
lasa azért is elénydsnek latszik, mert a fizika teriiletén vilégit ra mind-
jart a matematikai fogalmakra

Kétségtelen, hogy az emlitett fliggvénytani fogalmak alabbl tar-
gyalasmodja ellen a matematikai logika szempontjabo6l lehet kifoga-
sokat felhozni. Szdmunkra azonban a matematikai tételek felhasznalasa
a lényeges, s éppen ezért a tételek igazoldsdba nem meriilhetiink bele
olyan mélységig, mint azt a szaktargy teszi. Legyen szabad hivatkozni:
,Joos—Kaluza: Ho6here Mathematik” c. kdnyvére, melyet a szerzék
azon célzattal allitottak Gssze, — mint az a kdnyv elszavabél megalla-
pithaté, — hogy fizikusok, kémikusok és mérndkok szamara a matema-
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tikai fogalmakat a gyakorlat koévetelményeinek megfeleléen ismer-
tessék.

Nézziik most mar részleteiben, melyek azok a matematikai fogal-
mak, melyek a mechanika kisérleti uton valé oktatasahoz sziikségesek,
és a fizika anyag mely részeinél valik sziikségessé ezen fogalmak is-
mertetése?

Ezek a fogalmak:

1. A fliggvény folytonossidga a mozgas palyavonalaval kapcsolat-
ban.

2. A differencidlhdnyados fogalma a sebesség és gyorsulas fo-
galmahoz.

3. Hatvanyfiiggvény differencidlhanyadosa az egyenletesen val-
tozé6 mozgds mozgastani Oszefliggéseinél.

4. Szorzatfiiggvény differencidlhanyadosa a fellileti sebesség té-
teléhez.

5. Figgvény fliggvényének differencidlhanyadosa.

6. sin x és cos x trigonometrikus fliggvények differencialhanya-
dosa. A két utébbi pont a rezgd mozgis sebesség és gyorsulas
Osszefliggésének meghatarozasahoz.

7. A fuggvény szélséértékének fogalma és annak meghatarozasa
pontmozgastani és litkozési feladatokhoz.

8. A hatdrozatlan integral fogalma és szamitasa a mozgasok erd-
tani targyalasahoz.

9. A hatarozott integral fogalma és szamitdsa a munkavégzés
meghatarozasadhoz.

Az aldbbiakban inkabb a fliggvénytan sorrendjében, mint a fizi-
ka targyalasidnak sorrendjében foglalkozunk a felmertilé kérdések-
kel. Ezért az egyes matematikai részek ismertetése mindig oda iktatan-
dé be, ahol az a fizikdban sziikségessé valik. Ez a beépités a mate-
matikai fogalmak kialakitdsaban nem okoz zavart.

A fiiggvény és a fliggvény folytonossag fogalmanak meghataro-
zasa a palyagorbével kapcsolatban latszik a legcélszeriibbnek. A moz-
gas palyavonalat, mint az id6é fliggvényét adjuk meg:

= 5 (f) vagy x =x(1); y=y(@t); z=1z(t)

alakban.

A figgvény fogalmanak meghatarozasa kozépiskolabol ismeretes:
»Minden olyan esetben, amikor egy szamosszesség szamaihoz hozza-
rendellink bizonyos szdmértéket (egyet, vagy tobbet), fuggvény kap-
csolatot létesitunk.” (Matematika gimn. IV. o. szdméra XIII. kiadas,
38. old.). A mozgastanban a ,t” szamhalmaz szdmaihoz rendeljiik
hozza a ,s” halmaz szamait. A hozzdrendelés az: s = s (t) egyenlettel,
a pdalyavonal egyenletével torténik. Célszerlinek latszik megemliteni
a tobbvaltozés figgvények fogalmat is. Ilyen a fizikaban gyakran
fordul els. Példaként fizikai egyenlet-Gsszefliggéseket hozhatunk fel.
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Pl. az chm-térvény, ahol az dramerdsség (I) a fesziiltség (U) és az ellen-
allas (R) figgvénye.

A folytonossdg fogalma a kozépiskolabol csak a palyavonal alap-
jan szemléletesen ismeretes. Ezt a meghatarozdst mar sziikségesebb
pontosan definidlni, mar csak azért is, mivel kézelebb keriillink a dif-
ferencidlhanyados fogalmahoz. A fliggvény folytonossag fogalmat a f6-
iskolai tankonyv hatarérték fogalommal adja meg: ,,Az f (x) fliggvényt
folytonosnak nevezziik az x¢ pontban, ha az x) pontbeli hatarértéke
egyenl$ az xy, ponthoz tartozo helyettesitési értékkel, azaz:

ha: x, = x; akkor: f (x,) = f (xqg)”

(Szerényi T.: Analizis I. 64. old.)

A folytonossiag fogalmahoz sziikséges a fliggvény hatarértékének
fogalma. Erre az idézett tankonyv 61. oldaldn ezt a meghatéarozist
talaljuk: ,,Az f(x) fliggvénynek az xy helyen van hatarértéke és az
A, ha valahanyszor x, Xy (xp¥F%y) mindannyiszor f (x,)A.
és igy jeloljik:

lim f(x,) -— A.

Xp—>Xp

A flggvény hatarértékének fogalmat tehat visszavezethetjlik a so-
rozat hatarértékének fogalmara.

Sorozalrol és sorokrodl a gimn. III. osztdlydban mar volt sz6. A ha-
tarértéket néhany egyszeribb példaval mutathatjuk meg.

Eltérés van fizika és matematika kozo6tt abban, hogy a fizika
a mennyiségek valtozasaval foglalkozik, mig a matematika mennyisé-
gekkel. Ezért célszertibb a fenti meghatarozasokat mindjart ilyen ala-
pon megfogalmazni. A valtozasok jelolésére a fizika a ,,A” jelolést
hasznalja (At; As; Av). Igy nem szamsorozatok (fiiggetlen valtozd és
fuggvény értékek sorozatdnak) hatarértékével kell definidlnunk, hanem
intervallumok sorozatanak hatarértékével. Ennek alapjan a fiiggvény-
folytonossagat igy adhatjuk meg: Legyen az f(x) fliggvény helyettesi-
tési értéke egy xy helyen f(xp). Képezzik az xj; kdrnyezetében a valto-
zonak x -+ Ax, intervallum sorozatat, (ahol Ax, lehet pozitiv, negativ,
vagy valtozo eldjeld.) Az f(x) figgvényt az xy; helyen akkor mondjuk
{olytonosnak, ha minden olyan Ax, sorozatra, melyre:

[A x,]70 az [f (x¢ +A xp)—(f x0)]0
s ezt a kovetkezékép jeldljiik:
Iim (X4 d%Xu) —{(xXo)—0
Axa—0

A differencidlhdnyados fogalmanak bevezetése a valtozéd mozgasokkal
kapcsolatban valik sziikségessé. A valtozo6 mozgas fogalma szerint
a tomegpont egyenlé id6k alatt nem egyenlé utakat tesz meg. Nem le-
het megtartani a sebességnek az egyenletes mozgésnal kapott fogal-
mat: sebességen az Gt és a megtételéhez szlikséges id6 hanyadosat ért-
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ds)

juk. Sziikséges a pillanatnyi sebesség fogalma (V T al Ugyanigy

dv

szlikséges a pillanatnyi gyorsulas fogalms (a: dt) az egyenlétlentl

valtozdé mozgasndl. Ezért a valtozé mozgasokkal kapcsolatban be kell
vezetni a differencidlhanyados fogalmat. A mar idézett féiskolai tan-
konyv 120. és 121. oldalan erre a kovetkez6ét taldljuk: ,,A f(x) flugg-
vény az xp pontban differencidlhaté és differencidlhényadosa ,,A”, ha
valahanyszor: h,—0 mindannyiszor:

f(xo+hp)-—1(X0) _

hg

>A.

...a differencidlhanyados geometriai jelentése: az xy pontbeli diffe-
rencidlhdnyados az x; pontbeli érinté irdnytangense.” Ehhez a foga-
lomhoz a tankényv agy jut el, hogy a h,—0 szdmsorozat segitségével
az f(xg) és f(x¢o + h,) végpontu fliggvény intervallumokat képezi, s
vizsgalja az intervallumok végpontjain atmené szelGket. Megallapitja
a szelék iranytangenseibél alkotott sorozat hatarértékét, ha a h,—0.
Itt csupan a jeloléseknek a fizika szempontjabol célszerlibb
és megszokottabb  atirasa szilikséges. A  folytonossignal hasz-
nalt jelolést megtartva: az xg-hoz adjuk meg a Ax intervallumok szor-
zatat, melyre a: Ax—0 fennall. Az xy és xp+Ax intervallumok vég-
pontjain &t huzott szelék sorozatdnak iranytangensére a kovetkezdket
kapjuk:

—_— f(x0+ dj) —f(x0)
a X

A szel6k sorozatanak hatarértéke a gorbe x, pontjadhoz tartozd
érint$, az iranytangensek sorozatanak hatarértéke az érinté iranytan-
gense.

lim tge, = lim %o+ %) —{(Xo) _
Ax—0 _Ix—»0 Ax

=1'(x)

d f(x)
tgoe =—
8 dx

Formailag igy ugyanazon értelmezéshez jutunk, mint a tankdnyv:
geometriailag az xy ponthoz tartozé differencidlhdnyados nem mas,
mint a gorbe x3 ponthoz tartozé érinté iranytényezdje. Matematikailag
ezt az irdnytangenst ugy hatarozzuk meg, hogy kivalasztunk egy olyan
tetszéleges szel$ sorozatot, mely a kérdéses érintéhoz konvergal. A sze-
16sorozat iranytangensébdél alkotott sorozat hatarértéke, azaz az érintd
iranytangense a differencidlhdnyados. Annak taglalasaval nem érde-
mes foglalkoznunk, hogy ha a szelGsorozat az érintéhéz konvergdl,
a szel6sorozat irdnytangensébdl alkotott sorozatnak az érinté irdnytan-
genséhez kell konvergalnia. Ennek igazolasat hagyjuk a matematikai
tanulmanyokra.

Az y = f(x) jeldlést hasznalva, célszerlinek latszik a ,,differencia
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hanyados” fogalmanak és elnevezésének bevezetése. Az x; ponthoz
megadott Ax intervallumok segitségével az y = f(xq) és

y+Ay = f(x¢ + Ax) fuggvényértékek sorozatat kapjuk, melybsl

Ay = f(xy + Ax) —f(x¢) fliggvény intervallumok képezheték. A Ax
intervallumot a fliggetlen valtozé novekményének, a Ay intervallumot
fliggvény névekménynek nevezzik. Igy

f(xy+ ax)—1(x,) _ 4y
AX Ax

a differenciahdnyados, a fliggvény novekmény és a fliggetlen valtozéd
novekményének a hanyadosa.

i It a®)--fGx) Ay _dy
Ax—0 Ax ax—so A% dx

a differencidlhanyados hatarértéke a differencidlhanyados. Hasonld
jeloléseket taldlunk az idézett féiskolai tankdnyv 124. oldalan is a dif-
ferencidlhdnyados fizikai értelmével kapcsolatban.

Az allando fiiggvény, hatvany fiiggvény, Osszeg és kiilonbség
fliggvény differencidlasi miveletének levezetése nem sziikségképeni
kovetelmény, s legfeljebb azért célszerli, hogy néhany egyszeribb
feladaton a differencidlast, mint miveletet, feladat-megoldé 6ran
gyakorolni tudjuk. A differencidldsi miveletek matematikai levezeté-
sével a dolgozat keretében nem foglalkozom. Ezek megtaldlhatok béar-
mely ilyen targyu szakkonyvben, a mar idézett féiskelai tankényvben
is. Mindezeket feladat megold6 o6rdk keretében is beiktathatjuk. El-

a

méleti 6ran még is szikségesnek latszik az: s=§’c2 Osszefliggésbél
a P ”

a:v=a .t Osszefliggés megallapitasa. Ugyanigy az: s= vgt -i-;t‘a -b6l

v = v; + at meghatarozasa. Minthogy ezen Osszefiiggések a fizika ke-
retébe tartoznak, foglalkozunk lealdbb az elsével.

s =—12
2
a
s+As=5(t+At)2

As:% - At2—12]

As= 2 [t - at)+ 4%t]

)
AS_ 3 o 4t
at 2

154



v=£l§=a-t
dt
d dz
=i; a—"> beszél-
dt dt?
heliink réviden a masodik és a magasabb rendd differencialhanyado-
sokrél is.
A fenti differenciadlasi szabalyok megallapitdsa atmenetet ad
a fliggvény fuggvényének differencidlnanyadosdhoz. Erre ugyan csak

d
Az a=£ pillanatnyi gyorsuldsnal, mivel Vv

2
a rezgémozgassal kapcsolatos: s = A sin ’[E‘t trigonometrikus fliggvény-

nél van sziikség. Gyakorlds szempontjabol mégis itt célszertibb vele fog-
lalkozni. Kiindulasul az: y=(ax?4-bx)? alaku fliggvények szolgalhatnak.
Ezek differencidlhdnyadosat a hatvanyozas elvégzése utan is meg tud-
juk hatarozni. Nem hatdrozhaté meg igy az y=|)ax®+bx alaku fiigg-
vények differencidlhdnyadosa.
Mint matematikdbol ismeretes, a figgvény fuggvényének differen-
cidlhdnyadosara az alabbi Oszefliggés érvényes:

dy_ diu) du

dx da dx

Az eredmény oOsszehasonlitdsa az: y = (ax?® + bx)? fiiggvénynél el is
végezhetd. A rezgémozgassal kapcsolatban szlikséges az

y = sinx és y = cos X
fuggvények differencidlhanyadosanak meghatarozasa. Ezt, — az idézett
tankényv 143. és 58—>59. oldalan taldlhatjuk meg. E szerint ha:
y ==sinx 7d}1 — COSX
dx
d
Y == COSX Y sinx
dx

A rugalmas utkozéssel, vagy mar elébb a tomegpont mozgésaval
kapcsolatban el6fordulhatnak olyan feladatok, melyeknél szélsbérték
szdmitasra van sziikség. Ha ilyen feladatokat is meg akarunk oldani,
matematikai részére is a feladatmegoldd o6ran térhetiink ki. Legcél-
szeribben a fizikai feladathoz kapcsolva. Pl. ,A” pontbél m tomeg-
pontu golyo Ugy jusson el egyenletes mozgéssal ,,B” pontba, hogy koz-
ben rugalmasan iitk6zzon a H—H falon. Milyen AOB uton kell a go-
lyonak mozognia, hogy ez az utvonal a lehet6 legkisebb legyen? (1.
abra)

Legyen: y = AO +0OB a megtett 1ut.

Legyenek: A és By a vetiileti pontok, OC az O pont beesési merdlegese.
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A1B1 =d AA1 = Imy
BBy = my a feladat szerint alland6 tavolsigok.
AQ = J/x¥+m? és OB =J/(d—x)*+m3
osszefliggésbdl:

y=Vx®+mi+}(d—x)*+m3

fliggvény értékei kozott a legkisebbet keressiik. A feladatot, — ha ma-
tematikailag nem is teljesen, — szamunkra kielégitéen igy oldhatjuk
meg.

Az y = ax® + bx + c fliggvény képe, ha a>0 olyan parabola, melynél
a szarak felfelé haladnak (2. abra). A fliggvény értékek felvesznek egy
legkisebb értéket. Ez a legkisebb fliggvény érték a fliggvény minimuma.
Az y = ax® + bx + ¢ fuggvény képe, ha a<0 olyan parabola, melynél
a szarak lefelé haladnak. (3. abra). Igy a fliggvény értékek felvesznek
egy legnagyobb értéket. Ez a fliggvény maximuma. Maximum és mini-
mum a fliggvény szélsé értékei. (A fogalmak a gimndzium anyagabol
ismertek.) A szélsGértékli helyeken meghuzott gorbeérinték az x ten-
gellyel parhuzamosak, irényszogiuk: 09 illetve 1809, igy:

1g0% =1tg 1802 = 0

Mivel az érinté irdnytangense az illetd pontban a differencialha-
nyados, a szélsGértékd helyekre fenndll, hogy ott

dy

dx
Visszatérve az eredeti feladatra:
dy 2x 2(d—x)

=0

dx  2fx*4+m? 2 (d—xpZ+m3

2. ébra
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X d—x A szamlalokkal a gyokok

1/x_2 +% VA=) + m3 ala beosztva:
1 1
w [,11 ("nlj ‘Jz ]/1_\_ [ me ‘)'-’ az 1. dbra szerint:
/ X d x
m, m
- eelgxg clg «,
X d x
-———- - —— 1 1
{ . .
; |1 clg®a, | 1 ctga,
! 2
E Amibol 0 ¢s 5 kozotti «y és
i - ¥ szogekre adodik:
3. abra Ill — ng

Vagyis a minimalis ut feltétele, hogy a golyd ugyanolyan széggel ve-
rédjon vissza, mint amilyennel beesett. Ezzel a rugalmas golyé rugal-
mas falba valé iitkozésének tdorvényét igazoltuk.

A centralis mozgasoknal a feliileti sebesség tételének igazolasahoz
szlikséges a szorzat fuggvény differencidlhdnyadosanak szabalya. A fe-
liileti sebesség tétele — mint ismeretes — azt mondja ki, hogy a ve-
zérsugdr altal az iddegység alatt surolt teriilet allando. A tétel igazo-
1asat féiskolai tankonyviink (Parkanyi L.: Mechanika I. 132—134. old.)
szerint kissé nehézkesnek talalom. Attekinthet6bb igazolast ad erre. A.
Recknagel: Physik, Mechanik kotete. Ez utébbi gondolatmenetét ko-
vetem.

A centralis mozgas feltétele, hogy a gyorsulas vektor a vezérsu-
garra essen. Az iranytényezbékre tehat fennall:

ay .

tg oy = tg oy ahol : 1g oty = - €s tgar= Y

ay X
A centralis mozgast végzé tdmegpont ,,At” id6 alatt elmozdul a P(x, y)
pontbol a Py(x + Ax,y + Ay) pontba. (4. abra). A vezérsugir ezen
idé alatt a besatirozott 4F = OPP; haromszég teriiletét surolja. Ha
»At” megfeleléen kicsi, a ,,PP;” iv helyett az 6sszekotd hur vehetd.
Ezen feltétellel:

OPP,A = OBP;A — OAPA — PCP;A — ABCPU
vagyis:

.\ 1 1
JF = (XA %) (YY) =Xy = X -Jy—gy-ﬁx

10 | —
[CHI
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4. abra

Beszorzas és 0sszevonas utan:
1
AF:Q(X-Ayfy-Ax) /At

AF 1( Ay Ax)
. X.i—y.—b
At 2 At At

Hatarértékként kapjuk a feliileti sebességre:

dF 1 (x (—IX—y dx _! (X+Vy—V+Vy)
a2 dt at) 2 o

A feliileti sebesség tétele szerint ennek allanddénak kell lenni. Ezt
2

ugy igazoljuk, hogy akkor %:;:o kell legyen. (Allandé figgvény
differencidlhanyadosa zérd). A fellileti sebességfliggvény jobb olda-
lan all6 zarodjelben olyan kiilénbség fiiggvény szerepel, ahol mindkét
tag két tényez6b6l all, s a tényezék mindegyike ,,t” fliggvénye. Ezért
sziikséges kitérni a szorzatfliggvény differencidlhanyadosara. Erre néz-
ve megallapithato:

ha y = g(x) . h(x)

ahx)

d
akkor dy _ dg(x) h(x)+g(x) - —
dx dx

dx
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Visszatérve a fellileti sebesség tételére:
d2F 1 (dx dvy dy dvy
e[ v x Y iy —y X =
a2 2 (dty at a7 dt)
1
=£(Vx'Vy+X cAy —Vy Vg Y- ay)

d2F 1
d? =§(X'ay—y . ax) :0
raert a centralis mozgas feltétele szerint:

tg oy =tg ar

a, y

ay X
X-ay—y-ax—=0

A mozgésok dinamikai targyaldsdhoz sziikséges a hatarozatlan integral
fogalma. A mozgasok dinamikai tdrgyalasinal az erd nagysagabél in-
dulunk ki.

Ebbdl a P=m.a

oszefliggés alapjan a gyorsuldas meghatarozhaté. A gyorsulasbol kell a
sebességfiiggvényt, majd a sebességfliggvénybél a palyaegyenletet
meghatarozni. Az eljards tehat forditottja annak, amit a mozgasok
kinematikai targyalasanal hasznaltunk.
A  hatarozatlan integralt legegyszeriibb ugy értelmezni, mint
a differencialas forditott miveletét: a differencidlhanyadosbél keres-
sik az eredeti fiiggvényt. Jeloljiuk:
J f(x)dx = F(x) ha: O gy

A hatvany differencidlasanal megismert eljarast ezért forditva
hasznaljuk: a hatvanykitevét eggyel noveljik, s az Gj kitevével osztjuk

a hatvanymennyiséget.
xn+1
[ xWdx =-—-—+C

n+1

Szikséges megemliteni, hogy az eljarasnal olyan fliggvénysereget
kapunk, melyek egymastol tetszbleges allanddban eltérhetnek (ezek az
integralandoé fiiggveény primitiv fliggvényei), mivel az allando diffe-
rencidlhanyadosa zérd. Mivel az allandé értéke tetszélegesen véalaszt-
haté meg, a mozgdastani képletek meghatarozasanal a kezdeti feltételek
szabjak meg az allandd értékét.

A hatarozatlan integral értelmezésébdl tehat kapjuk:

V= | a dt

s=J‘vdt
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Példaként csak egyetlen mozgast nézziink: a hajitdsokat. (5. 4bra).
A vizszintessel ,,0” szbéget bezaré ,,c”’ kezdbsebességgel hajitjuk el az
,m” tomegl testet a koordinatarendszer kezddpontjabol.
A kezdeti feltételek:
Cx=C-COS
a) a sebességre: .
cy==c-sina

b) az elmozdulasra: sx =0
Sy =
Az elhajitott testre hatd erdé: P = —mg
, , P
igy gyorsulasa: a=—=—g
m
komponensekkel: ax—0 ay=—g

A sebességkomponensek: Vx= J odt=k,

Vy= -- J gdt= —gt+k,

A sebesség kezdeti feltétele alapjan,

hat=0 Cx=C-COSQ tehat: k;=c-.cosx

Ccy—c-sina " ky=c-sinax

Igy a sebesség komponensei:
Vx=C-+COS i e la
Vy— —gt+ec.sine L. 1b

A palya komponensekre:

SX=J c.cosax dt=c.cosx -tk

sy:J(c-sina—gt)dt:c-sinoc't—

— By,
2
- X A palyavonal kezdeti feltételei alapjan:
hat=20 sx=0 tehat: k, =0
5. dbra Sy= . k, =
S igy a palyavonal komponensei:
sx=c¢-cosx-t ... 2a
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sy:c-sinmt-gt2 ..... 2b

Visszakapjuk a ferde hajitdsra ugyanazon Osszefiiggéseket, melyeket
a mozgas kinematikai targyalasanal megismertiink.

A ferde hajitas igy megismert Osszefliggései specialis hajitdsckra
is atviheték:

a) Fiiggblegesen fel hajitas: «=90° (cosa=0; sinax=1)

cx=0 cy =0
kezdeti feltételek:
Sxo = Syo ™
Vx=0 vy=cCc—g-t
A mozgasegyenletek: S — Sy—cet— g

b) Fliggblegesen le hajitds: a«==90° (cose==0; sina= —1)

cx—0 Cy— —¢ Mivel az ,,)¥Y”
A kezdeti feltételek: tengelyiranyitasaval
Sx, =0 Sy,=0 ellentétes
vy =10 Vi= —c—g-t
A mozgasegyenletek: Sy sy— —ct — g 2

A toémegpont mas mozgasanak egyenletei hasonldéan hatarozhaték meg.
A P=P(s) alakul er6 munkajanak kiszamitasandl valik szlkségessé a
hatarozott integral fogalmanak bevezetése.

P

N

L=Ps —$

6. dbra
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Ilyen tankonyvi anyagunk szerint a rugalmas er6 (P = k .x) ellené-
ben végzett munka.

A hatarozott integral fogalmaval nem foglalkozhatunk olyan rész-
letességgel, mint azt a matematika tankényv teszi. (Szerényi T.: Anali-
zis IL) Mégsem nélkulozhetjilk az értelmezést teljes egészében. Meg
kell elégednink egy olyan értelmezéssel, mint amilyet pl. Obadovies J.
Gy.: Matematika c. 6sszefoglalé konyve ad. A hatarozott integral fogal-
manak kialakitasa a gimnaziumban régebben szintén ilyen modon
tortént.

A hatérozott integral értelmezése utdn a P = P(s) erd altal végzett
munkat mar konnyen meghatarozhatjuk. A munka kiszamitdsat tan-
konyviink (Parkanyi L.: Fizika 1.) a 162. oldalon geometriailag értel-
mezi. Allandé és szakaszonként allando erd altal végzett munkat sik-
idomok teriiletének Osszegeként kapjuk. (L.: 6. és 7. dbrak. Az abrak
a tankényv 110. és 111/b. 4brai.) Ennek alapjan a P = P(s) erének az
8 = Sp — 8, Utszakaszon végzett munkajat is gy értelmezziik, mint
azt a terliletet, amelyet az ,s = s,—s,” Utszakasz, a,,P(sy)” és ,,P{sy)”
ordinatdk, valamint a ,,P(s)” fliggvénygorbének az elébbi ordinatik
kozé es6 része hatarol. Ez a terlilet a mar ismert mddon hatdrozott
integrallal szdmithaté Kki:

Sh
L= ‘ P.ds
$

a

Felhaszndildsa a rugalmas er§ ellenében végzett munka: (8. abra).
Legyen a legnagyobb kitérés, a fél amplitudé: ,,A”, amelyhez tartozé
eré: ,,PAo = k.A” Az egyensilyi helyzettél a legnagyobb kitérésig vég-
zett munka:

A

. Cx2\A LA2 .
L— J k-x-dx_—(k x) :k A :PA A
2 Jo 2 2

(
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ami a tankényv szerint is (a 110 és 111/b. &dbriakkal megegyezben) gra-
fikusan a derékszogli haromszog tertiilete (L.: 9. dbra).

A feladatként kitlizott célt ezzel elértiik. Lattuk a matematikai
fogalmak hogyan épitheték be a megfelelé helyeken a fizika anyag
ismertetésébe. Ha ezek a fogalmak nem is olyan szabatosak, mint aho-
gyan azokat a matematikai kollokviumokban meg fogjdk ismerni, de
azoknak nem mondanak ellent, és a fizikai fogalomalkatas szamara kielé-
gitéek. Kétségtelen, hogy ez a matematikai kiegészités a fizika tanitasara
szdnt id6t csokkenti. De nélkiiliik a fizikai fogalmak kialakitidsa és
megértése nem érhetd el. Sziikségesnek latszik ezért ezen uj fogalmak
beépitése az Gj megirandé tankonyvbe is. Ez a beépités akkor sem
nélkiilozhets, ha a differencidl- és integral-szamitasnak a gimnazium
matematika anyagaba valé beiktatasa megvaldsul. Ekkor is szadmitha-
tunk olyan hallgatokra, akik nem ilyen tagozatu koézépiskolabdl jon-
nek hozzank.
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